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本 书 作者 结合 在 英国 Surrey 大 学 从 事 十 多 年 “信号 处 理 与 机 器 智能 ”研究 生 这 程 教学 的 
经 验 ， 对 图 像 处 理 的 基本 原理 做 了 深入 浅 出 的 论述 。 全 书 用 例 详实 ， 实 用 性 强 。 
ERFA: 
@ 通过 用 矿 度 小 的 图 像 来 解释 概念 ， 便 于 进行 运算 
o 深入 阐述 每 种 方法 的 细节 ， 包 括 问 题 来 源 以 及 在 实践 中 可 能 会 遇 到 的 问题 
e 给 出 了 深 、 浅 两 个 层次 的 详细 数学 解释 
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本 书 通过 问答 形式 介绍 数字 图 像 处 理 的 基础 理论 ， 涉 及 图 像 处 理 技 术 的 各 个 层面 。 
本 书 作者 有 丰富 教学 经 验 ， 全 书 用 例 详实 ， 内 容 深 入 浅 出 ， 实 用 性 强 。 

本 书 可 作为 大 学 计算 机 及 相关 专业 本 科 生 、 研 究 生 的 教学 参考 书 ， 也 可 供 广大 从 事 
数字 图 像 处 理 与 应 用 研究 的 专业 人 员 参 考 ，。 
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出 版 者 的 话 


文艺 复兴 以 降 ， 源远流长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规 范 ， 使 西方 国家 在 自然 科学 的 
各 个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ， 也 正 是 这 样 的 传统 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 
家 辈出 、 独 领 风 骚 。 在 商业 化 的 进程 中 ， 美 国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧密 地 结合 ， 计 算 机 
学 科 中 的 许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科学 著作 ， 不 仅 璧 
划 了 研究 的 范畴 ， 还 揭 殉 了 学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规 范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 
因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信息 化 大潮 的 推动 下 ， 我 国 的 计算 机 产业 发 展 迅 猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 
益 迫 切 。 这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ; 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 
上 显得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技术 发 展 时 间 较 短 、 从 业 人 员 较 少 的 现状 下 ， 美 国 等 发 达 国 家 
在 其 计算 机 科学 发 展 的 凡 十 年 间 积 淀 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国 
外 优秀 计算 机 教材 将 对 我 国 计 算 机 教育 事业 的 发 展 起 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 
设 真正 的 世界 一 流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工 业 出 版 社 华章 图 文 信息 有 限 公司 较 早 意识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ”。 自 1998 年 开始 ， 
华章 公司 就 将 工作 重点 放 在 了 六 选 、 移 译 国外 优秀 教材 上 。 经 过 几 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 与 
Prentice Hall, Addison-Wesley, McGraw-Hill, Morgan Kaufmann 等 世界 著名 出 版 公司 建 并 了 
良好 的 合作 关系 ， 从 它们 现 有 的 数 百 种 教材 中 王选 出 Tanenbaum，Stroustrup,，Kernighan， 
Jim Gray 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作品 ， 以 “计算 机 科学 丛书 ”为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 研 
究 及 庚 藏 。 大 理 石 纹理 的 封面 ， 也 正体 现 了 这 套 丛 书 的 品位 和 格调 。 

“计算 机 科学 丛书” 的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 黑 力 囊 助 ， 国 内 的 专家 不 仅 提供 了 中 
肯 的 选 题 指导 ， 还 不 辞 劳苦 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ; 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 在 
中 国 的 传播 ， 有 的 还 专 诚 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 迄 今 ,“ 计 算 机 科学 丛书 ”已 经 出 版 了 近 百 个 
品种 ， 这 些 书籍 在 读者 中 树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采用 为 正式 教材 和 参考 书籍 ， 为 
进一步 推广 与 发 展 打下 了 坚实 的 基础 ， | | 

随 着 学 科 建 设 的 初步 完善 和 教材 改革 的 逐渐 深化 ， 教 育 界 对 国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 
用 都 步 人 一 个 新 的 阶段 。 为 此 ， 华 章 公司 将 加 大 引进 教材 的 力度 ， 在 “华章 教育 ”的 总 规划 
之 下 出 版 三 个 系列 的 计算 机 教材 : 除 “ 计 算 机 科学 丛书 ”之 外 ， 对 影印 版 的 教材 ， 则 单独 开 
辟 出 “经 典 原版 书库 ”; 同时， 引进 全 美 通行 的 教学 辅导 书 “Schaum's Outlines” RAAR 
“入 美 经 典 学 习 指导 系列 ”"。 为 了 保证 这 三 套 从 书 的 权威 性 ， 同 时 也 为 了 更 好 地 为 学 校 和 老师 
们 服务 ， 华 章 公司 聘请 了 中 国 科学 院 、 北 京 大 学 、 清 华 大 学 、 国 防 科技 大 学 、 复 旦 大 学 、 上 
海 交通 大 学 、 南 京 大 学 、 浙 江 大 学 、 中 国 科技 大 学 、 哈 尔 演 工业 大 学 、 西 安 交通 大 学 、 中 国 
人 民 大 学 、 北 京 航空 航天 大 学 、 北 京 邮电 大 学 、 中 山大 学 、 解 放 军 理工 大 学 、 郑 州 大 学 、 测 
北 工学 院 、 中 国 国 家 信息 安全 测评 认证 中 心 等 国内 重点 大 学 和 科研 机 构 在 计算 机 的 各 个 领域 
的 著名 学 者 组 成 “专家 指导 委员 会 *， 为 我 们 提供 选 题 意 见 和 出 版 监督 。 

这 三 套 从 书 是 响应 教育 部 提出 的 使 用 外 版 教材 的 号 召 ， 为 国内 高 校 的 计算 机 及 相关 专业 


IV 


的 教学 度 身 订 造 的 。 其 中 许多 教材 均 已 为 M. 工 T，Stanford，U.C. Berkeley, C. M. U. 等 世界 
名 牌 大 学 所 采用 。 不 仅 普 盖 了 程序 设计 、 数 据 结 构 、 操 作 系 统 、 计 算 机 体系 结构 、 数 据 库 、 
编译 原理 、 软 件 工程 、 图 形 学 、 通 信和 与 网 络 、 离 散 数 学 等 国内 大 学 计算 机 专业 普遍 开设 的 核 
心 课 程 ， 而 且 各 有 具 特色 一 一 有 的 出 自 语言 设计 者 之 手 、 有 的 历经 三 十 年 而 不 豪 、 有 的 已 被 全 
世界 的 几 百 所 高 校 采 用 。 在 这 些 圆 熟 通 博 的 名 师 大 作 的 指引 之 下 ， 读 者 必 将 在 计算 机 科学 的 
宫殿 中 由 登 党 而 入 室 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因素 使 我 们 的 
图 书 有 了 质量 的 保证 ， 和 但 我 们 的 目标 是 尽善尽美 ， 而 反馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 目标 
的 重要 帮助 。 教 材 的 出 版 只 是 我 们 的 后 续 服 务 的 起 点 。 华 章 公 司 欢迎 老师 和 读者 对 我 们 的 工 
作 提 出 建议 或 给 予 指 正 ， 我 们 的 联系 方法 如 下 : 


电子 邮件 : hzedu@hzbook.com 

联系 电话 : (010) 68995264 

联系 地 址 : 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 
邮政 编码 : 100037 


专家 指导 委员 会 
( 按 姓氏 笔画 顺序 ) x 
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译 者 序 


数字 图 像 处理 是 一 门 新 兴学 科 ， 它 起 源 于 20 世 纪 20 年 代 ， 但 是 直到 80 至 90 年 代 ， 随 着 计 
算 机 应 用 的 发 展 ， 数 字 图 像 处 理 才 逐 狐 形成 一 套 独立 的 学 科 体 系 。 近 20 年 来 ， 由 于 迁 感 、 医 
学 、 备 事 、 工 业 和 通信 等 领域 应 用 的 需要 ， 数 字 图 像 处 理 的 科学 理论 与 技术 手段 得 到 还 猩 发 
展 ， 已 成 为 了 一 个 跨越 计算 机 科学 、 数 学 、 台 感 、 气 象 、 冶 金 、 地 球 物理 学 、 生 物 医学 等 多 
学 科 的 前 沿 科技 领域 。 从 CT 的 发 明 、 数 码 相 机 的 普及 和 数字 电视 业务 的 开展 ， 到 遥感 图 像 处 
理 、 生 物 特 征 鉴 别 和 智能 交通 的 应 用 ， 数 字 图 像 处 理 的 应 用 随处 可 见 ， 它 已 极 大 地 促进 了 人 
类 的 科学 研究 的 发 展 、 社 会 生产 率 的 提高 和 生活 方式 的 改善 。 因 此 ， 作 为 一 个 有 广阔 应 用 前 
景 的 新 兴学 科 ， 无 论 是 在 理论 研究 方面 ， 还 是 在 应 用 生产 方面 ， 数 字 图 像 处 理 目 前 都 存在 许 
多 问题 有 待 我 们 去 探索 。 
数字 图 像 处 理 的 核心 是 数学 理论 ， 图 像 的 采集 、 变 换 、 表 达 、 增 强 、 恋 波 、 复 原 和 分 割 ， 
无 一 不 与 数学 密切 相关 。 对 于 初学 者 来 说 ,学习 数 字 图 像 处 理 这 门 学 科 往往 会 有 许多 疑问 ， 
也 会 因为 表面 深奥 的 数学 公式 而 囊 足 不 前 。 本 书 刚好 可 以 解决 这 些 问 题 。 
这 本 书 是 作者 在 数字 图 像 处 理 领 域 11 年 教学 工作 的 成 果 ， 它 有 如 下 特色 : 
。 写 作 形 式 独特 。 它 以 提问 和 回答 的 形式 循序 渐进 、 深 入 浅 出 地 阑 述 了 图 像 处 理 的 基本 原 
理 。 其 中 许多 问题 都 来 源 于 教学 中 学 生 的 提问 ， 很 有 代表 性 。 这 些 问 题 往 往 是 读者 都 会 
遇 到 的 ， 
* 对 数学 的 处 理 恰到好处 。 它 给 出 了 两 个 层次 的 详细 数学 解释 : 一 个 层次 是 为 了 便于 看 懂 
而 做 的 叙述 ， 尽 可 能 少 地 涉及 数学 ; 另 一 个 是 高 层次 的 ， 严 格 的 数学 证 明 。 
对 图 像 处 理 问题 的 来 龙 去 脉 解释 清楚 。 使 读者 能 够 理解 每 种 方法 的 “基本 的 细节 ”， 包 
括 有 关 问 题 来 源 及 在 实践 中 可 能 会 过 到 的 问题 。 
“通过 用 尺度 小 的 图 像 来 解释 概念 ， 使 读者 不 必 借 助 计算 机 就 可 以 做 运算 。 
“分 析 了 大 量 的 实例 ， 指 导读 者 克服 难点 ， 获 得 答案 。 
本 书 由 中 山大 学 数学 与 计算 科学 学 院 从 事 数字 图 像 处 理 的 有 关 师 生 共 同 翻译 。 赖 剑 烛 教 
授 和 汉 国 灿 教授 负责 翻译 并 审 校 了 全 书 ， 其 中 赖 剑 煌 教授 负责 本 书 的 第 !、5、6、7 章 ， 冯 国 
灿 教 授 负责 本 书 的 第 2、3、4 章 。 参 加 翻译 的 还 有 冯 莉 、 李 星 、 石 林 英 、 陈 家 大 、 陈 羽 、 郑 伟 
诗 、 谭 和 丹 娜 、 苏 秋 斌 、 何 婧 、 江 永 宏 等 。 
由 于 时 间 仓 促 ，。 译 者 水 平 有 限 ， 书 中 难免 存在 错误 和 琉 漏 ， 欢 迎 读者 批评 指正 。 





赖 剑 煌 、 冯 国米 
2004 年 8 月 26 日 
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赖 剑 煌 ，1986 年 毕业 于 中 山大 学 ，1989 年 获 硕士 学 位 ，1999 年 获 博 
十 学 位 。 曾 到 美国 HARRIS 数 字 系统 公司 、 联 合 国 大 学 软件 技术 研究 所 
(澳门 ) 等 作 访问 学 者 。 现 任 中 山大 学 数学 系 教授 、 博 士 生 导 师 、 应 用 
数学 教研 室 主任 、 中 国 图 像 图 形 学 会 常务 理事 、 广 东 省 图 像 图 形 学 会 第 
务 理 事 和 秘书 长 。 主 要 研究 方向 是 图 像 处 理 和 模式 识别 ， 尤 其 是 人 脸 检 
测 与 人 脸 识 别 技术 。 迄 今 ， 已 在 国际 学 术 期 刊 和 会 议 上 发 表 论 文 50 余 篇 。 
曾 获 商业 部 科技 进步 二 等 奖 及 其 他 科技 奖励 多 项 。 


冯 国 如 ，1988 年 获得 中 山大 学 硕士 学 位 ，1999 年 获 香港 浸 会 大 学 计算 
机 科学 博士 学 位 。2000 年 10 月 ~ 2002 年 11 月 获 邀 请 到 英国 格 莱 莫 根 大 学 
(University of Glamorgan ) 数字 图 像 实 验 室 和 布 拉 德 福 大 学 (University 
of Bradford) 数字 媒体 实验 室 做 博士 后 研究 员 ， 主要 从 事 压 缩 域 图 像 特征 
提取 和 基于 内 容 的 图 像 检 索 技 术 的 研究 。 现任 中 山大 学 教授 、 数 学 系 副 
主任 、 博 士 生 导师 。 近 年 来 ， 主 要 从 事 模式 识别 和 计算 机 视觉 的 研究 ， 
刘 其 是 人 脸 识 别 技 术 和 压缩 域 图 像 及 视频 特征 提取 。 思 今 ， 已 在 国际 学 
术 期 刊 和 会 议 上 发 表 论文 50 余 篇 。 
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本 书 是 作者 给 Surrey 大 学 信号 处 理 和 机 器 智能 专业 的 硕士 研究 生 开设 本 门 课程 11 年 来 的 
学 成 果 的 总 结 。 g 

KREERET AR Seu UB T E ki. Ae, SHE T HDE 
学 、 生 理学 、 工 程 学 和 数学 等 不 同 领域 研究 人 员 的 关注 。 机 器 智能 的 各 种 问题 可 以 用 不 同 的 
工具 来 解决 。 但 是 ， 当 我 们 要 用 计算 机 来 完成 一 项 任务 时 ， 就 必须 要 用 机 器 所 能 理解 的 语言 ， 
而 且 这 种 语言 是 一 种 从 数学 领域 发 展 出 来 算术 语言 ， 因 此 解决 机 器 智能 问题 的 方法 主要 是 数 
学 方法 。 图 像 处 理 是 所 有 与 机 器 智能 相关 的 视觉 和 图 像 研究 的 基础 。 那 种 撤 开 图 像 处 理 去 实 
现 计 算 机 视觉 的 想法 就 像 希 望 从 屋顶 开始 建造 房子 一 样 是 不 现实 的 ， 而 不 借助 数学 来 做 图 像 
处 理 就 像 挥动 用 膊 去 飞翔 一 样 也 是 不 可 能 的 。 | 

由 于 打算 在 机 器 智能 领 万 工作 的 人 员 层 次 不 同 ， 所 以 本 书 分 为 两 个 层次 。 第 一 个 层次 用 有 
限 的 数学 知识 就 很 容易 地 理解 ， 这 个 层次 适合 于 那些 进入 这 个 领域 的 新 手 和 研究 生 。 第 二 个 
层次 就 比较 复杂 ， 需 要 用 到 各 种 复杂 的 数学 方法 和 证 明 ， 适 合 于 那些 不 届 不 挠 地 创 根 问 底 ， 
想 要 知道 “为 什么 ”和 “怎么 样 ”的 有 好 奇 心 的 学 生 。 对 较 低 层次 的 读者 ， 阅 读本 书 时 可 以 
不 需要 参考 为 高 层次 读者 所 写 的 内 容 。 所 有 涉及 到 高 层次 的 内 容 都 放 在 方 框 里 ， 可 以 忽略 。 
本 书包 含 了 大 量 例子 。 与 方 框 中 内 容 相 联系 的 例子 都 用 大 写字 母 B 标 记 出 来 了 ， 如 果 愿 意 ， 它 
们 可 以 和 那些 高 级 内 容 一 样 忽略 。 读 者 需要 具备 的 基本 的 数学 背景 知识 是 如 何 进行 矩阵 的 加 
减 运算 ， 垂 阵 的 特征 值 分 析 的 知识 也 是 很 重要 的 。 但 是 ， 本 书 会 有 几 个 完全 可 行 的 例子 ,使 
得 即使 不 熟悉 这 些 知识 的 人 ， 也 能 通过 本 书 很 容易 地 学 会 这 种 基本 要 点 。 本 书 介绍 的 随机 方 
法 也 一 样 ; 读者 可 以 从 随机 变量 的 基本 概念 开始 学 习 ， 然 后 达到 理解 和 运用 遍历 概念 的 水 平 。 

借 此 机 会 我 要 感谢 无 数 的 硕士 生 这 么 多 年 帮助 我 完善 这 本 书 ， 他 们 尖锐 的 提问 ,或 者 有 
时 候 看 起 来 天 真 的 问题 ， 都 对 我 有 很 大 帮助 。 其 实 ， 人 们 在 学 习 的 时 候 是 没有 天 真 的 问题 的 ， 
天 真 的 反而 是 那些 不 问 问题 的 人 ! 学 生 的 问题 有 助 于 我 清楚 地 规划 好 学 习 进 度 ， 并 给 了 我 把 
内 容 用 提问 和 回答 的 形式 表示 出 来 的 想法 。 | | 

写 这 本 书 对 于 Panagiota 和 我 来 说 都 是 一 个 学 习 的 过 程 。 通 过 示例 图 像 我 们 找到 很 大 的 乐 
趣 ， 并 且 发 现 了 这 些 方法 的 秘密 。 最 困扰 我 们 的 一 件 事 就 是 连续 和 离散 方法 之 间 的 差别 。 一 
个 解析 推导 得 出 的 适用 于 连续 域 的 公式 通常 和 计算 机 编程 来 完成 任务 的 公式 没什么 联系 。 这 
一 点 在 第 6 章 “图像 复 原 ” 中 会 看 到 清晰 的 例证 。 这 也 是 为 什么 在 展示 所 有 我 们 提出 的 方法 时 
都 使 用 了 小 的 离散 的 图 像 的 原因 ， 这 使 得 我 们 可 以 人 工地 操作 这 些 图 像 ， 而 又 能 知道 当 一 幅 
真实 大 小 的 图 像 输入 计算 机 时 计算 机 会 如 何 处 理 。 谈 到 真实 大 小 的 图 像 ， 我 们 要 感谢 
Constantinos Boukouvalas 帮 助 编写 了 一 些 方法 的 程序 。 

最 后 ， 我 要 感谢 Surrey 大 学 的 视觉 、 语 音 和 信号 处 理 中 心 的 同事 们 ， 尤 其 感谢 Josef 
Kittler 博 士 提供 给 我 的 所 有 机 会 和 支持 ， 还 有 我 们 的 主管 Graeme Wilford 的 热心 帮助 。 











Maria Petrou 
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1.1 为 什么 要 做 图 像 处 理 


图 像 处 理 已 在 三 个 与 图 像 相 关 的 重要 问题 上 获得 了 迅速 发 展 : 

° 图 像 数 字 化 和 编码 ， 以 便于 图 像 的 传输 、 打 印 和 存储 。 

° 图像 的 增强 和 复原 ， 以 便于 更 容易 地 辨别 各 种 探测 器 所 拍摄 到 的 其 他 行星 表面 的 图 像 。 
“图像 的 分 割 和 描述 ， 可 作为 机 器 视觉 的 前 期 环 市 。 


1.2 什么 是 一 幅 图 像 


一 幅 单 色 图 像 是 一 个 二 维 的 光 强 函数 jx, y)， 其 中 x 和 y 是 空间 坐标 ，f 在 (x, y) 乓 的 值 是 正 
比 于 图 像 在 该 点 的 亮度 值 的 。 如 果 是 一 幅 彩 色 图 像 ，f 则 是 一 个 向 量 ， 它 的 每 一 个 分 量 代表 图 
像 在 该 点 相应 颜色 通道 (band) 的 亮度 值 。 

数字 图 像 是 在 空间 坐标 和 亮度 值 都 离散 化 的 图 像 fx, y)， 它 可 以 用 一 个 二 维 的 整数 数组 来 
表示 ， 或 者 一 系列 的 二 维 数组 来 表示 ， 每 一 个 二 维 数 组 代表 一 个 颜色 通道 。 数 字 化 后 的 亮度 
值 称 为 灰 度 级 (grey level) 的 值 。 | 

数组 的 每 一 个 元 素 称 为 像素 (pixel 或 pel)， 这 个 名 称 是 来 自 术 语 “ 图 像 元 素 ”(picture 
element)。 通 常 ， 一 般 数 组 的 大 小 是 几 百 乘 几 百 个 像素 ， 并 且 可 能 出 现 大 量 不 同 的 灰 度 级 。 因 
此 ,一 个 数字 化 图 像 通常 具有 如 下 的 形式 .: | 


f(0,0) f(0,1) ... J(O,N -1) 
f(z,y) = . . . 
F(N —=1,0) f(N-1,1) ... /f(N- 1,N-1) 


HHO <A, y) < G-1, EE NIGI8 % H2B8J368 3 K ak2R(N = 2", G = 2”), 
1.3 什么 是 一 幅 图 像 在 一 个 像素 点 的 亮度 


图 像 的 每 一 个 像素 对 应 着 三 维 世 界 里 的 一 个 实体 的 一 个 部 分 。 这 个 实体 受到 光线 的 照射 ， 
其 中 一 些 光 线 被 反射 ， 而 另 一 些 被 吸收 。 被 反射 的 一 部 分 光线 到 达成 像 传感器 ， 从 而 产生 了 
由 传感器 记录 下 的 这 个 特定 像素 点 的 值 。 当 然 ， 这 个 记录 下 的 值 是 依赖 于 用 来 成 像 的 传 感 凑 
的 类 型 ， 以 及 这 种 类 型 的 传感器 对 反射 光 光 谱 的 响应 方式 的 。 但 是 ， 当 一 个 整体 场景 被 同样 
的 传感器 成 像 时 ， 我 们 常常 会 忽略 这 些 细节 。 值 得 提醒 重要 的 事 就 是 不 同 像素 的 亮度 值 只 是 
相对 而 言 才 有 音义， 否则 是 毫 无 意义 的 。 因 此 只 有 两 幅 图 像 被 同一 个 物理 过 程 获取 时 ， 或 者 
已 对 两 幅 图 像 的 亮度 值 进行 标准 化 去 除 不 同 物理 过 程 的 影响 的 时 候 ， 我 们 才 比 较 不 同 图 像 之 
间 的 像素 值 。 


1.4 为 什么 图 像 经 常用 512 x 512. 256 x 256. 128 x 128 等 形式 表述 
因为 当 图 像 的 大 小 是 2 的 次 寡 时 ， 图 像 的 许多 计算 可 以 得 到 简化 。 
1.5 存储 一 幅 图 像 需 要 多 少 比特 
存储 一 幅 大 小 为 Nx N， 有 2” 个 不 同 灰 度 级 的 图 像 所 要 的 比特 数 b 是 : 
b=NxNxm (1=1) 
因此 ， 对 于 一 幅 典 型 的 512 x 512、 有 256 个 灰 度 级 (m = 8) 的 图 像 ， 需 要 2 097 152 比 特 或 


者 262 144 字 节 (8 比特 )。 这 就 是 为 什么 只 要 不 是 严重 影响 图 像 的 质量 ， 我 们 会 尽量 减 小 四 和 
N 的 原因 。 


1.6 什么 是 图 像 的 分 辩 率 


图 像 的 分 辩 率 表示 的 是 能 看 到 图 像 细 节 的 多 少 ， 它 显然 依赖 于 N 和 m。 

保持 m 不 变 而 减少 N 会 导致 棋盘 状 效果 (checkerboard effect， 见 图 1-1)。 保 持 N 不 变 而 减 
少 m 则 会 导致 假 轮 廓 (false contouring， 见 图 1-2)。 实 验 表明 一 幅 图 像 的 细节 越 多 ， 那 么 用 保 
持 N 恒 定 而 增加 m 的 方法 来 提高 图 像 的 显示 效果 就 越 不 明显 。 因 此 ， 对 于 一 幅 细 届 丰富 的 图 像 ， 
比如 一 幅 人 群 的 图 像 ( 见 图 1-3)， 所 使 用 的 灰 度 级 的 数目 并 不 需要 太 多 。 


se 3 







F4 


9899529 s: as 


a) 完整 大 小 的 图 像 


b) 原 像 素数 6.17% 的 图 像 






c) 原 像素 数 2 78% 的 图 像 d) 原 像素 数 1.54% 的 图 像 


图 1-1 保持 m 不 变 而 把 图 像 的 大 小 从 338 x 298 减 少 到 
84x74, 56x50, 42x 37 就 产生 了 棋盘 状 效果 





a)m = 8 b) m:= 7 Ç) m= 6 





djim 3S e)m = 4 f ) mt =3 





g)m=2 h)m= |1 


图 1-2 保持 图 像 大 小 不 变 (247 x333) 而 减少 灰 度 级 别 
(=2") 的 数目 就 产生 了 假 轮 廓 


1.7 如 何 进行 图 像 处 理 


我 们 用 图 像 变 换 来 进行 图 像 处 理 ， 而 图 像 变 换 用 和 工 子 (operator) 来 实现 。 对 一 幅 输入 图 
像 应 用 一 个 算 子 就 能 产生 另 一 幅 图 像 ， 本 书 中 我 们 将 主要 考虑 一 类 特定 的 算 子 ， 称 为 线性 算 


子 (Linear operator ) 。 





a)m= 8 b) m =6 





c)m=4 d)m=3 
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图 1-3 当 保持 一 幅 细 节 丰 富 图 像 的 大 小 不 变 (1022 x 677) 
而 减少 灰 度 级 别 的 数目 时 ， 结 果 影响 不 大 


1.8 什么 是 一 个 线性 算 子 


假定 〇 是 一 个 从 图 像 到 图 像 的 算 子 。 如 果 f 是 一 幅 图 像 ，O (有 ) 是 把 应 用 于 f 后 的 结 


Ta, OERE, w 
Olaf + bg] =a O[f] + b Olg] x (1-2) 


# 论 s 





对 所 有 的 图 像 和 g 和 所 有 的 标量 a 和 5b 成 立 。 
1.9 算 子 是 如 何 定义 的 


算 子 是 用 它们 的 点 扩散 函 数 (point spread function) 来 定义 的 。 算 子 的 点 扩散 函数 就 是 把 
算 子 应 用 于 点 光源 所 得 到 的 结果 : 


OI 点 光源 ] = 点 扩散 函数 (1-3) 
或 者 
O[ó(x— a, y-8)] = h(x, a, y, B) I (1-4) 
其 中 ，6(x-a,y-B) 是 中 心 在 点 (a, P) 且 亮度 值 为 1 的 点 光源 。 
1.10 一 个 算 子 是 如 何 对 一 幅 图 像 进行 变换 的 
如 果 算 子 是 线性 的 ， 当 点 光源 的 亮度 值 是 原来 的 a 倍 ， 那 么 结果 也 将 是 原来 的 a 们 
Oladx— a, y= B)] = ah(x, a, y, B) (1-5) 


图 像 可 看 作 具 有 自身 亮度 值 的 点 光源 (像素 点 ) 的 集合 。 我 们 可 以 说 图 像 是 这 些 点 光源 的 . 
总 和 。 那 么 用 点 扩散 函数 h(x, a, y, PB) 来 刻 划 的 算 子 对 图 像 Ax, y) 作 用 的 效果 可 以 写 为 : 
—1 N—1 
(e, B) = y> Y f(z,)h(z, a, y, B) 
r=0 y=0 (1-6) 
其 中 g(a, 有 B) 是 输出 “图 像 *?，fx, y) 是 输入 图 像 ， 并 且 大 小 为 Nx N. 


1.11 什么 是 点 扩散 函数 


点 扩散 函数 h(x, a, y, B) 表 示 位 置 (x, y) 的 输入 值 对 位 置 (a, B) 的 输出 值 影响 的 大 小 。 如 果 这 
种 用 点 扩散 函数 表示 的 影响 与 实际 位 置 不 相关 ， 而 是 仅 依赖 于 影响 和 被 影响 像素 之 间 的 相对 
位 置 ， 我 们 就 有 位 移 不 变 (shift invariant) 的 点 扩散 函数 : 


h(x, G, y, p) = h(a—x, B—_ y) ( 1-7 ) 
这 时 ， 式 (1-6) 就 是 卷 积 : 
N—1 N-1 
gap) = >` > f(z,)h(e -z.B — y) 
zrz=0 y=0 (1-8) 


如 果 被 影响 的 列 与 图 像 的 行 是 独立 的 ， 那 么 点 扩散 函数 就 是 可 分 离 的 (separable): 
h(z, a, y, B) = h.(z,a)h,. (y, 8) (1-9) 


上 述 表达 式 也 作为 函数 及 (xzx, Ah, (y, B) 的 定义 。 这 时 ， 式 (1-6) 可 以 被 写成 两 个 一 维 变换 
HU 8 hu: 


N-—1 N—1 
gla, p) =  h(zo)) f(z,y)hr(y,B) 
z=0 y=0 (1-10) 
如 果 点 扩散 函数 既是 位 移 不 变 的 且 是 可 分 离 的 ， 那 么 式 (1-6) 可 以 被 写成 两 个 一 维 卷 积 的 
> 加: 


N-—1 N—1 
glab) = Y je(a-z) ,f(z,Y)hr(B —Y) 
z=0 y=0 (1-11) 











B1.1 连续 域 的 点 光源 的 形式 化 定义 
定义 一 个 亮度 值 恒定 的 扩展 光源 : 


ón (z,y) = n?2rect(nz,mg) 





其 中 n 是 正 数 并 且 


l l 
| _ Í 1 ÆR =, Inyl< 内 | 
rect(nz,ny) = | 0 ZNI 2 2 


该 光源 的 整体 亮度 值 为 | 
f T nl(z, y)dedy = n? T É rect(nz,ny)dzdy = 1 
一 ov 一 oo 一 Dov 一 Do9 
矩形 区 域 (1-14) - 
它 不 依赖 于 n。 


当 n 一 w 时 ， 产 生 了 一 个 关 十 扩展 正方 形 光源 的 序列 6, ， 该 光源 序列 在 光源 大 小 逐渐 
收缩 时 ， 能 够 保持 整体 亮度 值 不 变 。 在 极限 状态 下 ，56, 就 成 为 了 Dirac delta 函 数 


= 0 z = y = 0} | 
se =0 其 他 (1-15) 


cO OO 
f J blz,y)drdy = 1. 
-007 — 00 


它 有 如 下 性 质 












f i f j ôn(2,y)g(z, y)dzdy an 


是 图 像 g(x, 少 在 一 个 以 (0,0) 为 中 心 、 以 1/n 为 边 长 的 正方 形 内 的 平均 值 。 趋 于 极限 时 有 





/ ü J Ë ô(z,y)g(z,y)dzdy = 9(0,0) 
-00v -oo (1-18) 


这 是 图 像 在 原点 的 值 。 类 似 


Í J ge -ey bdrdy 
是 8 在 中 心 为 x = ay = b 边 长 为 1/n 的 正方 形 内 的 均值 ， 因 为 : 


ôn(z—-a,y—-b) = nirectln(z — a),n(y — b)] | 
— | n? [n(z—a)| < In(vu-—)b)|< ; 
0 其 他 | x (1-20) 


可 以 看 出 一 个 中 心 位 于 (a, 5b) 的 正方 形 光源 ， 考 虑 到 In(x-o)1< 5 意味 着 - 5 < 


1 1 
n(x-a) < 7> Wa 94S an 二 或 者 a- 二 - <x<a + 因此 在 区 域 a 二 -<x 
<o+ 二 ,pb- —<y<b ó, b x 

a+ >> ° zn SISD tS; 一 内 有 (x-a, y-b) = n°. 


在 n > okt, RI RUO) 就 等 于 图 像 在 x = a,y = 8 的 值 了 ， 即 


f S f ° (e, ó (z -ay bdrdy = g(a,b) 


(1-21) 


这 个 式 (1-21) 被 称 为 delta 函 数 的 平移 性 质 。 该 式 也 说 明 任 意图 像 8(x， y) 都 可 以 被 表示 成 所 
光源 的 又 加 。 





1.12 如 何 表 达 一 个 线性 算 子 作 用 于 一 幅 图 像 的 实际 效 采 


这 需要 借助 矩阵 来 实现 的 。 可 以 按照 下 式 重 写 式 (1-0): 


g(a, B) 

— f(0,0)A(0, a, 0, 8) + f(1,0)h(1,@a,0,8) +... + J(N—1,0)h(N — 1,a,0, p) 
+f(0,1)h(0,œ,1,8) + f(1, 1)h(1,a,1,8) +... + f(N-1,1)h(N — l,a, 1,8) 
+... + f(0,N —1)h(0,a, N — 1,8) + fA, N- 1)h(l,a, N — 1,8) +... 


+f(N—1,N-1)h(N—1,&, N —- 1,28) (1-22) 
表达 式 的 右边 可 以 看 做 是 癌 量 
hig | 
= [h(0,œ,0, 8), h(1,œ,0, 8), -. -,h(N—1,@,0, 8), h(0, a, 1, 8), h(l, œ, 1,8), . 
h(N—1,a,1,8),.-- h(l, œ, N —1,8),... MAN —1,&,N—1,8) (1-23) 


和 向 量 
fr = [f(0,0),f(1,0),..., f(N —1,0),/(0,1), f0,1),..., F(N - 1,1), 
的 点 乘 。 最 后 一 个 向 量 实际 上 是 图 像 f(x, y) 按 列 组 成 的 向 量 。 如 果 假 定 用 同样 的 方式 来 书写 


AAA 


g(a, 8)， 那 么 向 量 hos 可 以 看 作 是 矩阵 五 的 行 ， 其 中 对 wa = 0, 8 从 0 到 N=- 1 给 出 了 和 矩阵 的 第 一 个 
N 行 ， 然 后 对 a = 1, b 再 次 从 0 到 N-1 给 出 了 和 矩阵 的 第 二 个 N 行 ， 依 此 类 推 下 去 。 因 此 ， 式 (1-6) 


可 以 用 一 种 更 简洁 的 方式 表达 : 
(1-25) 
[°| 这 就 是 线性 图 像 处 理 的 基础 方程 (Fundamental Equation)。 其 中 HH 是 由 Nx N 个 大 小 均 为 N 
x N 的 子 和 矩阵 所 构成 的 N x N° 的 方 阵 ， 它 按 如 下 方式 排列 : 


y=0 y=] y=N-1 
4( B=0 ) ( p=0 ) A( p=0 ) 
y=0 7 = 1 y=N-1 
P 229) (和 
y=0 y=1 = 

=i ptT) (gs NL) E (BINI | (1-26) 


在 这 种 表示 法 中 ， 每 一 个 括 起 来 的 表达 式 都 代表 了 一 个 N x NATIE. SEA T EBE AE h A 
数 h(x, a, y, B) 对 y 和 pf 取 固定 的 值 ， 并 且 对 变量 x 和 a 按 箭头 的 方向 取 遍 所 有 可 能 的 值 而 构成 的 。 
称 盾 阵 及 的 这 种 模式 结构 为 具有 NY 个 子 方 阵 的 矩阵 分 块 (partition)， 每 个 分 块 具有 A 个子 方 阵 。 


B1.2 什么 是 堆积 算 子 ? 


堆积 算 子 使 得 我 们 可 以 把 一 个 N x N 的 图 像 数 组 写成 一 个 Nx 1 的 向 量 , 或 者 把 一 个 
N2 x 1 的 向 量 写 出 一 个 N x N 的 方 阵 数 组 。 四 
0 
从 0 到 n 一 1 行 


0 
1 
0 


从 行 n+1 到 入行 


纵向 依次 排列 x-1 个 Nx NEID BE, 
它们 的 每 个 元 素 都 是 0 


En NERE 8 r BE 


纵向 依次 排列 N-n 个 Nx N 的 方 阵 ， 
它们 的 每 个 元 素 都 是 0 





和 Fr 


VV 的 维 数 是 Nx 1, N. 的 维 数 是 Me x N， 那 么 对 应 于 N x NN 方 阵 f 的 向 量 f 就 可 以 表示 为 : 
N 
Y NnfVa 
n=l (1-27) 


可 以 证 明 如 果 f 是 一 个 Nx 1 的 向 量 ， 可 以 把 它 写 出 是 一 个 N x NERES 其 中 ， 第 
一 列 是 由 f 的 前 N 个 元 素 组 成 ， 第 二 列 是 由 f 的 弟 二 组 N 个 元 素 组 成 ， 依 此 类 推 。 用 下 面 
的 表达 式 来 表示 : 


N 
f= NIfVÁ 


n=l 





° 。 例 .1B) £ REAS > 3 的 图 像 SEREBRO SR. 


fa fo f3 
f= | fa fo fz 
ff fa2 ff33 
tFn = 1,2,3, EMP E V, AREN, : 


假设 : 


1 0 0 
v= Í , V. = 1 3 V. = 0 
0 0 1 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 O 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 
N =|0 0 01, MN =]0 1 01， Ns = |0 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 
根据 起 (1-27): 
f=NfVi + Naf V2 + Ns f V3 | (1-29) 
分 别 计算 每 一 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
0 0 0 fa fu fi3 1 
N fV, = 1000 fa fz f23 0} > 
0 0 O fz31 f f33 Ü 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 


EC KKKKKKK]II K] FK X Z Z 2 E: 


0 1 O f21 
0 0 1 f31 
0 0 0 fu 0 
N fV, = |o 0 0 (2) - 0 
0 0 O| V fa 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
类 似 
0 0 
0 0 
0 0 
fi2 0 
NafV»>= | fz |> NsfVs = | 0 
f32 0 
0 f13 
0 f23 
0 f33 ( 1-30 ) 


然后 代入 式 (1-29) 就 得 到 同 量 f。 
例 1.2(B) 给 定 一 个 9 x 1 的 向 量 f。 使 用 堆积 算 子 把 它 写 成 一 个 3 x 3 的 矩阵 。 


假设 : 
fii 
fai 
fa 
fiz 
f = f22 
f32 
fi3 
f23 
f33 
根据 式 (1-28) 
f = NTfVT + NIfVT + N; fV$ | | (1-31) 
分 别 计算 每 一 项 : 
fu 
fa 
fai 
l 1 0 0 0 0 0 0 0 O fiz 
NTfVT=[|0 1 00000 0 0||1f21(1 0 0) 
0 0 10 0 0 0 0 O f32 
fis 
fz23 


f33 


3 人 





fa 0 0 
fa 0 O 
fz 0 O 
100000000 fi 0 0 fu 0 O 
=|0 1 0 0 0 0 0 0 0 fe 0 O1]=I/fi 0 O 
0 0 10 0 0 0 0 O f2 0 0 fa 0 O 
fÁal 0 0 
fz 0 0 
f3 0 0 (1-32) 
类 似 
0 f2 0 0 0 fs 
NifVT = |0 feo 0], Nifva=10 0 fz 
0 f 0 0 0 
32 f33 (1-33) . 
然后 代入 式 (1-31) 就 得 到 和 矩阵 太 ° 


1.13 和 矩阵 H 结 构 的 可 分 离 性 假设 的 含义 是 什么 


根据 可 分 离 性 假设 ， 可 以 用 h(x, 0)h, (y, PREHËR, a, y, B)。 然 后 在 式 (1-26) 的 H 每 一 个 
分 块 中 ， 让 h(x, %) 保 持 常 数 来 重 写 H: 


hoo -~  ReN-10 hoo ...  heN-10 
ho --- hceN-11 hoi -~ heN-1 
hroo . ... h;,N-10 . 
hoN-1 .-.. ReN-1N-1 hooN_1 -.. ŘeN-1N-1 
hoo ... heNn-1o hoo `...  heN-10 
hoi --.  heN-11 hor --. hceN-11 
hrol . ... h;,N-11 . 
hoN-1 ... heN-_1iN-1 hoN-1 +... RBeN-1N-1 
hoo --.  ReN-10 -/ hoo ... .heN-10 
hoi |... hv-ll hco1 ... hRhcN-11 
hroN-1 . . h;N-1N-1 . 
hoN-1 ... ReN-1N-1 hoN-1 -.. ReN-1N-1 


其 中 ， 函 数 h. (x, Qa) 和 hh, (y, 有 ) 的 参数 被 写成 存储 空间 的 索引 指标 。 则 我 们 称 和 矩阵 互 是 矩 
RE h! F0 h? 的 Kronecker 来 积 (Kronecker product), 并 表示 为 : 


H = hh x 
ç” r (1-34) 


1.14 可 分 离 变换 如 何 用 矩阵 形式 来 表示 
再 来 考虑 表示 图 像 可 分 离线 性 变换 的 式 (1-10): 


N—1 N-—1 
gla, b) = Y kh(z,o) 》 flz,y)hr(y,p) 
z=0 y=0 (1-35) 


注意 到 因子 Y SOOP 实际 上 代表 了 两 个 N x N 和 矩阵 的 乘积 ， 它 一 定 是 另 一 个 同样 
大 小 的 矩阵 ， 不 妨 将 它 定义 为: 
s(z, 8) = > f(z,y)hr(y, B) = fhr | 
y=0 (1-36) 
那么 式 (1-35) 可 以 被 写 为 
N—1 
gla, b) = $ he(z,a)s(z, 8) = hes 
z=0 | (1-37) 


因此 用 和 矩阵 形式 表示 为 : 


. a 


1.15 可 分 离 性 假设 的 含义 是 什么 


可 分 离 性 假设 意味 着 算 子 O (其 点 扩散 函数 h(x, a, y, B) 是 可 分 离 的 ) 对 图 像 矩 阵 的 行 操 
作 与 对 它 的 列 操作 是 独立 的 。 这 些 独立 的 算 子 分 别 用 两 个 矩阵 h, Mh 来 表示 。 这 就 是 为 什么 
我 们 选择 下 标 r 和 c 来 指明 这 些 什 阵 (r= 行 ，c = 列 ) 的 原因 。 


B1.3 可 分 离 矩 阵 方程 的 形式 化 推 守 
我 们 可 以 按 如 下 方式 使 用 式 (1-27)、 式 (1-28) 和 式 (1-25): 首先 用 关于 g 的 式 (1-28) 来 
表示 输出 图 像 g: 


N 
Y NigVm 


m=1 


然后 根据 式 (1L25) 用 万 和 f 来 表示 g， 并 且 用 关于 f 的 式 (1-27) 来 代替 六 


N 
g = H> NafVn 


n=l 


把 式 (1-40) 代 人 式 (1-39)， 用 括号 把 相关 因子 括 起 来 就 得 到 : 


- 5 SNTHN) (VaVD) 


m=1 n=1 





H 是 一 个 N* x NM 和 矩阵。 可 以 把 它 看 作 是 由 N x NATTERER. £#R Ja F| LL uE 
明 NTHN, 就 是 厂 ,, 这 样 的 子 第 了 泗 。 根 据 可 分 离 性 假设 ， 和 矩阵 吾 是 矩阵 hs Ph, 的 Kronecker 
乘积 : 
而 分 块 忆 ,实质 上 是 h (mh 。 把 它 代 入 式 (1-41) 就 可 以 得 到 : 


N N 


Y Y hf m,n) hl f(V, VZ) => 
m=1 1-1 —— 


一 个 标量 


N N 
= g hf >` h? (m, n)Va Vi 
m=1 n=l ( 1-43) 


乘积 VV7 是 一 个 仅 在 位 置 x 有 非 零 值 的 (N x EmA DX fE u EmA EREN 
x 1]) 和 矩阵 的 乘积 。 因 此 它 是 一 个 仅 在 位 置 (*, m) 有 非 零 值 的 Nx 入 方 阵 。 

当 与 有 (m,n) 相 乘 时 ， 它 就 会 置换 矩阵 h 在 位 置 (n, m) 的 元 素 值 并 使 其 他 元 素 金 部 
被 置 零 。 把 指标 m 和 n 全 部 遍历 一 次 总 和 就 是 h,。 因 此 由 式 (1-43) 可 以 得 到 : 


= hI fh, 





e 例 1.3(B) 给 定 一 个 9 x OEBE H, 它 被 划分 为 9 个 3 x 3 的 子 矩 阵 。 证 明 NI HN, EERE IR 





.* HH3， 其 中 和 N 和 NN; 是 堆积 算 子 的 矩阵 。 
假设 : 
jj hg | hi hs he | hr hs hi 
hzi jh hz | ha hæ hæ | joy h2s ħa 
ha haz has | hsa hss hse | hsr hs hə 
ha haz ha | ha has has -| haz has has 
H = ]ha h hss | jh hss hse | hsr hss hes 
ha hez ha | ha hs he | her hes hes 
ha hn hg | ha ha he | hn hr hoo 
js jh hss | hs4 hss hse | hsr hss hsa 
Xh hoz jh | jh hos həs | həz həs həs 
pA 2T HREJ : 


har has hag 
H>. = | hsr hss hsg 


he? hes Rheg 


14 £ 1 + 





hi hi2 hi hia his he haz his hig 
ho ha hə ha, həs jho6 h27 has ho9 
hat hs2 jhas ha4 has hse h37 h3s h39 
ha haz ha ha has hae haz has hag 
hsı hy hss hsa hss hse hsr hss hss 
ha hez hes he4 hes hee her hes heg 
ha hr hrs ha hs he hq h ho 
hsı hez hss hs4 hss hse hsr hss hss 
ho! həz həz ho4 həs həs hor həs həə 
hı7 hig ha9 
ho həg hoə9 
h37 hsg h39 
0 ) haz has hag 


(am @— — — — — — — — 
@— — — — — — — — O 
= — — — — — — — — 


hs; hss hs9 
he7 hes hes 
hrr hzs hq9 
hs7 hss hg9 
ho? hgs həy 


haz hag hag 
= hs7 hss hsg | = H23 


1.16 FHRA 
基于 对 图 像 做 操作 的 算 子 是 线性 的 和 可 分 离 的 假设 ， 变 换 可 以 用 式 (1-45) 的 形式 来 表示 : 


(1.45) 


其 中 /和 8 分 别 是 输入 图 像 和 输出 图 像 ， 而 六 和 户 是 表示 算 子 的 点 扩散 函数 的 矩阵 。 
1.17 图 像 处 理 的 目的 是 什么 


图 像 处 理 的 目的 是 为 了 解决 下 面 4 个 问题 : 

。 给 定 一 幅 图 像 /， 选 择 矩 阵 h. 和 h,， 使 得 根据 某 种 主观 标准 ， 输 出 图 像 8 比 /更 好 。 这 就 是 
图 像 增强 (Image Enhancement) 问题 。 

。 给 定 一 幅 图 像 /， 选 择 矩 阵 h 和 h,， 使 得 在 不 会 损失 太 多 细 市 的 前 提 下 ， 8 相对 /而 言 可 以 
用 更 少 的 比特 来 表示 。 这 就 是 图 像 压缩 (Image Compression) 的 问题 。 

。 给 定 一 幅 图 像 z 和 h(x, a, y, D) 的 一 个 估计 来 恢复 图 像 六 。 这 就 是 图 像 复原 (Image Restor- 
ation) 的 问题 。 

。 给 定 一 幅 图 像 f/， 选 择 和 矩阵 h. 和 h,， 使 得 输出 图 像 8 在 某 一 特征 上 比 f 突 出 。 这 就 是 图 像 机 
器 视觉 的 预备 知识 (preparation of an image for Automatic Vision) 问题 。 





*”> s 75 





图 1-4 和 图 1-5 给 出 了 这 些 过 程 的 例子 。 
1.18 KRBEM 


本 书 介绍 了 图 像 处 理 的 数学 基础 上 所 述 图 像 处理 的 四 个 主要 方面 的 具体 应 用 。 本 书 将 会 
详细 讨论 图 像 增 强 、 图 像 复原 和 机 器 视觉 的 预备 知识 的 理论 。 而 因为 图 像 压 缩 本 身 就 可 以 作 
为 一 本 书 的 主题 ， 所 以 本 书 只 是 做 了 简单 地 介绍 。 本 书 主要 讨论 线性 方法 ,但 是 也 会 介绍 一 
些 与 图 像 增强 和 机 副 视 觉 的 预备 知识 相关 的 非 线 性 技术 。 





c) | d) 


图 1-4 上 行 : 原始 图 像 和 它 的 增强 图 像 。 下 行 : 原始 图 像 
和 用 原来 比特 数 的 40% 来 表示 的 图 像 


W wid 


20 





ë) d) 


图 1-5 上 行 : 模糊 了 的 原始 图 像 和 它 的 复原 图 像 。 下 行 : 原始 图 像 
和 它 的 边缘 图 (指示 图 像 亮度 值 突然 改变 的 位 置 ) 


sos 图 像 变 换 


2.1 本 章 概述 


本 昔 涉 及 了 一些 最 重要 的 线性 图 像 处 理工 具 ， 即 通过 一 些 林 图 像 的 线性 登 加 来 表示 图 像 


的 方法 。 
2.2 如 何 定义 基 图 像 

一 个 基 图 像 可 以 定义 为 两 个 向 量 的 外 积 (outer product). 
2.3 什么 是 两 个 向 量 的 外 积 

设 有 两 个 Nx 1 阶 的 向 量 : 


H = (Uil, Ui2, -s UiN) 
vj = (Vjt, 212， -UJN ) 
那么 外 积 定义 如 下 : 
Wil WilVjl u;1U;2 
T Wi2 Ui2Uj1l Ui2Vj2 
UiVj = 。 (vj U;2 .. UN ) = . . 
UiN | UiNVI1 U NU;2 


可 见 ， 这 两 个 向 量 的 外 积 是 一 个 W x 六 阶 和 矩阵 ， 可 以 看 作 是 一 个 图 像 。 
2.4 如 何 用 向 量 外 积 进行 图 像 展 开 
前 一 章 讲 过 ， 一 个 图 像 矩 阵 f 的 普通 可 分 离线 性 变换 可 表示 为 : 
9 = he fhr 
其 中 8 是 输出 图 像 ， 六 和 是 变换 矩阵 。 


可 以 利用 所 与 h, 的 逆 矩 阵 以 及 g 的 适当 形式 来 表示 f， 如 下 所 示 : 
TIEM ER, h 右 乘 上 述 方程 的 两 端 ， 得 


(hZ) ghz? = (hZ) hifhrhr! = f 
上 去 可 以 写成 
f=) gh 


如 果 将 矩阵 (nD 和 后 ' 分 别 按 它们 的 行 向 量 和 列 向 量 分 块 : 


Wii1VijN 
Ui2VIN 


. UiNUjN 


(2-1) 


(2-2) 


(2-3) 


(2-4) 
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vi 
vz 
[u1 juz]. -- jun}, 一 一 
VÑ 
vi 
vz 
f=(u u2 ... UuN)9 . 
VÑ 


第 2 Ë 


. (2-5) 


(2-6) 


和 矩阵 8 也 可 以 写成 Y 个 N x N 阶 矩阵 之 和 ， 每 一 个 矩阵 只 有 一 个 非 零 元 素 ， 如 下 式 所 示 : 


gu Ü 
0 0 
92=] : : 
0 0 


那么 式 (2-6) 可 写 为 


... 0 0 g2 ... 0 0 0 ... 0 
0 0 0 ... 0 0 O... 0 
: + o: : : +... + : : : 
0 0 0 ... 0 0 0 ... gNN 


N N 
f = > >》9g5uv 


i=1 7 一 1 


(2-7) 


(2-8) 


这 就 是 图 像 / 向 量 外 积 的 展开 形式 。 外 积 mvj 可 看 做 一 幅 “ 图 像 ”， 所 以 这 个 和 黎 交 了 外 积 
的 所 有 组 合 ， 用 系数 gj 对 其 进行 适当 的 加 权 ， 就 重 构 出 了 原始 图 像 f。 


TO 
° 例 2.1 导出 式 (2-8) 右 边 的 第 ; = 2,j= 1 项 。 
如 果 将 g 由 式 (2-7) 代 入 式 (2-6)， 那 么 式 (2-6) 右 边 由 和 项 相似 的 形式 构成 ， 其 中 一 项 为 


=(u U2 .. 


ULIN 


0 0 ... 0 vı? 
921 0 0 v2 
(u1 uz un) : : 
| 0 0 ... 0 vN T 
0 0 ... 0 V11 v12 ... UIN 
ga 0 U21 V22 VN 
un ) : : 
0 0 ... 0 UN1 DN2 ... UNN 
u21 ... UNI 0 0 0 
U22 ... UN?2 G21V11 9241012 -.. 421V1IN 
UN -.- UNN 0 0 ... 0 


信和 


1191921011 U21921V012 .-.. LU21021VULN 
U220217311  U22921V12 ... M22921U1N 
U2N 921011 U2NG21V12 ... U2NJ21VIN 
U21V11  U21V12 ... U21V1IN 
— U22011 U22012 >.. U22U1N T 
= 021 一 g21U2V1 
U2NVIL WU2NUI2 ... VU2NVIN 





2.5 什么 是 西 变 换 


nR RERA S (unitary) 矩阵 ， 则 式 (2-2) 表 示 f 的 一 个 酝 变 换 (unitary transform), 
而 g 为 图 像 的 西 变换 域 (unitary transform domain). 


2.6 什么 是 西 年 阵 
如 果 一 个 矩阵 的 逆 是 它 的 复 共 圈 转 置 ， 则 该 矩阵 U 是 盏 和 矩阵。 也 就 是 说 : 
UU!* = Í (2-9) 


其 中 [是 单位 矩阵 。 通 常 上 标记 为 吾 而 非 T# 。 如 果 和 矩阵 所 有 的 元 素 都 是 实数 ， 则 用 正 交 
(orthogonal) 来 代替 本 。 


27 什么 是 酉 变换 的 族 
如 果 式 (2-2) 中 矩阵 六 和 户 是 本 矩阵 ， 则 它 的 逆 为 : 


f = h ghË 
为 了 简单 起 见 ， 后 面 用 U0 代替 h.， 用 V 代 赫 h,， 则 图 像 的 向 量 外 积 展开 形式 可 以 写成 : 
f=UVUgV™ x (2-10) 


2.8 如 何 构造 西 矩 阵 x 
考察 式 (2-9) 可 以 得 知 ， 如 果 和 矩阵 Z 是 一 个 西 矩 阵 ， 则 需 满 足 其 任意 两 列 的 点 积 必须 为 0， 
而 且 任 音 一 个 列 向 量 的 大 小 必须 为 1!。 换 句 话说 ，U 是 一 个 酉 从 了 泗 ， 如 果 它 的 列 向 量 构 成 一 组 
标准 正 交 基 。 | 
2.9 如 何 选 择 和 矩阵 U 和 V 使 得 g 能 用 比 ,/ 少 的 比特 来 表示 
如 果 要 用 少 于 和 个 元 素 表示 图 像 了 可 以 选择 矩阵 7 和 YV 使 得 变换 后 的 图 像 8 为 一 个 对 角 筷 
阵 。 然 后 ， 结 合式 (2-8)， 仅 利用 8 中 的 N 个 非 零 元 素 就 可 以 将 /表示 出 来 。 这 可 以 通过 一 个 称 
为 矩阵 对 角 化 (matrix diagonalization) 的 过 程 来 实现 ， 整个 过 程 被 称 作 图 像 的 奇异 值 分 解 
( Singular Value Decomposition, SVD). 


+ 


A ff 


2.10 如何 对 角 化 矩阵 
可 以 证 明 ( 见 B2.1) 一 个 秩 为 的 矩阵 8 可 以 写成 如 下 形式 : 





g = UMV? (2-11) 
其 中 U 和 V 是 N x RREZE, Ai 是 一 个 rx r RIR ERE. 
M 例 2.2 ”如 果 人 是 一 个 2 x 2 XE yEËE, An V AB EI EETRI mR o 
° 证 明 : 
ATAA? = I gg ATAR = I 
事实 上 


这 也 证 明了 A- 坪 AE = I. 


例 2.3(B) ”假设 瓦 为 一 个 3 x 3 阶 的 和 矩阵， 将 它 分 块 为 一 个 2 x 3 阶 的 子 和 矩阵 已 和 一 个 1 x 3 阶 的 子 
BEH- HERR: 


HTH = HTH, + H} H> 


不 妨 设 
h h his ~ - ~ 
m = (p has ps ) 和 Ho=(hsa hs has) 
hi hi2 hi hi ha ha 
H= | ha hz hz | 和 HT = | h2 hs h32 = (HË | HZ) 
ha ha» h33 | his h23 h33 
则 
hu ha hal hi ha hah 
HTH = | h2 hn h32 ha hz hos | = 
hi3 has h33 ha h32 hss 


hizhii + h22h21 + haaha h2, + 122 +h, hizhis + hə2hə3 + haahss 


| ht, + h2, + h2, hiihi2 + harh22 + haihs2 hiihis + həyhəs + haihas 
hishui + hazhar + hsshal hashi2 + h23h22 + hasha2 h2, + h2s + h2, 


CT 


图像 变换 
则 可 以 通过 明确 的 计算 , 证 明 它 等 于 HY H+ H; B, 


h h 
his haa ( hi hi his ) 
hi hos hal hz has 


| hî, + h2, hiihi2 + həihə22 huñas + iata ) 


HTH, 


hizhii + h22h21 h?, + h2, hisahi2 + h22h23 
hiahii + hoih23 hi3hi2 + h23h22 ht, + h2s 


hal _ _ h2 ħzih32 haih 
H; H> = [° (ha haz hss) = (i hazhss 
h33 hzzh3zı jsshasz  h3s 
将 HTH, 5 HIH bm, BETTA E i Ar ERER o 
例 2.4 已 知 一 个 图 像 用 矩阵 8 来 表示 的 。 证 明 : 矩阵 gg7 是 一 个 对 称 和 矩阵 。 
如 果 一 个 矩阵 等 于 其 转 置 ， 则 该 矩阵 为 对 称 和 矩阵 。 考 察 s8 的 转 置 : I 


T T 
(gg?) = (g!) g = gg! 


例 2.5(B) 证 明 : 如 果 将 一 个 Nx N 阶 的 矩阵 $ 分 块 成 一 个 r x N 阶 的 子 矩阵 $S i #tI—4-(N- r) x N 阶 


TERES, MA FARY: 


| 
SAST | SASI 
其 中 4 为 一 个 N x N 阶 矩阵 。 


Sı 
sasra (~) | S3) 
. 2 


考虑 矩阵 4 与 (85187) 相 乘 ， 用 4 的 行 与 (S1152 ) 的 列 相 乘 ， 如 下 图 所 不: 


. . * 
. + 

ay 本 " 
a , 本 
a é w E * . . . 
. . . 
. . . 
* . . 
àrt.. - + + 
- . * 


那么 很 明显 ， 结 果 为 (4Sr 1 45; ) 。 下 面 考虑 一 全 一 与 4S as? ) 相 乘 ， 用 (-4-) 


W475 (AST 1 AS3) 的 列 相 乘 ， 如 下 图 所 不 : 
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—2 3? 才 


b . . ..=R. 


. .- . . . ` 


那么 结果 显然 成 立 。 


例 2.6(B) 证 明 : 如 果 48g8 4 = 0， 那 么 4g8 =0， 其 中 4 和 8 分 别 是 "x N 阶 和 NN x N 阶 矩阵 。 


由 已 知 可 得 
Agg1 AT = 49g(49) = 0 


其 中 48 是 r x N 阶 矩阵 ， 将 其 记 为 8， 则 有 BB7= 0: 


bii bis ... bir bii po1 e.. bri 0 0 .. 0 

b21 bo ... bor bio baz ... bro | _ | 0 0 ... 0 í 
= = 

br1 bra s. bpr bir bar .. brr 0 0 ... 0 


b +b +... + bt. ... ... ... 
. b2 +b) +... +b) ... ... 
... .. b2 +b +... +b, 


根据 矩阵 相等 则 对 应 元 素 相 等 ， 可 以 得 到 
好; +b +... 十 所 .= 二 0 


r 个 实数 的 平方 和 等 于 0， 当 且 仅 当 每 个 实数 都 为 0。 类 似 地 ， 对 于 BB7 对 角 线 上 的 其 他 元 。 
素 也 是 如 此 ， 那么 结论 得 证 ， | ° 


e° 
Tau 


B2.1 任意 图 像 都 可 以 对 角 化 吗 ? 
是 。 考 虑 图 像 g 和 它 的 转 置 87。88" 是 一 个 实 对 称 和 矩阵 〈 见 例 2.4)， 设 它 有 7r 个 非 零 特 


征 向 量 ， 包 是 它 的 第 i 个 特征 值 。 那 么 存在 一 个 正 交 和 矩阵 5 (由 gg "的 特征 向 量 组 成 ) 使 
得 : | 





和 . ene o- 


BRRR o O 


X O 0 | 0 O 0 
O A 0 | 0 O 0 
: 
0 0 X | 0 O 0 
Sgg1ST = — = = > => - - - - 
0 O 0 | 0 O 0 
0 0 0 j 0 0 0 
| |: . 
0 0 0 | 0 O 0 


II 
— 
Q | > 
— | — 
OI © 
— 


(2-12) 


成 立 。 | 
其 中 ，A 与 0 表示 上 面 对 角 矩阵 的 子 块 。 类 似 地 ， 可 以 将 矩阵 3 分 成 一 个 r x N 阶 矩阵 
5 与 一 个 (N-7) x N 阶 矩阵 52: 


因为 5 是 正 交 的 ， 利 用 例 2.3 的 结果 ， 则 有 


STS=1 > STS + ST S> = ] => 
STS, = I — ST S, > ST Sig = g — S S29 (2-13) 


由 式 (2-12) 以 及 例 2.5 和 例 2.6， 显 然 可 以 得 到 


Sigg' St = A (2-14) 
Sgg' ST =0 S2g = 0 {2-15) 

把 式 (2-15) 代 入 式 (2-13) 可 以 得 到 
STSig = g (2-16) 


也 就 是 有 5,751 = 成 立 ， 即 $ 是 一 个 正 交 和 矩阵。 将 式 (2-14) 的 左右 两 端 同 乘 以 Az ， 得 
A-t Sigg T STA? = AT AAT? = I (2-17) 
由 于 人 二 是 对 角 阵 ， A 二 = (A 习 )”。 所 以 上 述 方程 可 写成 


A-3S,g(A-tSt9) =I 218) 


因此 ， 存 在 一 个 矩阵 q= AS g ， 它 的 逆 是 它 的 转 置 ( 即 是 正 交 的 )。 可 以 将 矩阵 
Sgi 入 gq 来 表示 ， 并 代入 式 (2-16) 得 | 
STA#g=g 或 g= Aq (2-19) 


NEEE EEEE Tapa 2 2 


= - o —— = a a 


2 





2.11 如 何 计算 图 像 对 角 化 时 所 需要 的 矩阵 U、V 及 A 
如 果 对 式 (2-11) 取 转 置 ， 则 有 


_ tT 
g = VASU (2-20) ` 
用 式 (2-20) 乘 以 式 (2-11) 得 到 
gg! = UA2VTVASUT = UASASUT => gg" = UAUT 


(2-21) 
这 表明 和 矩 隆 A 是 由 矩阵 gg 的 r 个 非 零 特 征 值 组 成 的 ， 而 U 是 由 此 算 阵 的 特征 向 量 组 成 的 。 
类 似 地 ， 如 果 用 式 (2-11) 乘 以 式 (2-20) 得 
gig= VAVT (2-22) 
RERE VE E E£: g 8 的 特征 向 量 所 组 成 的 。 






B2.2 如 果 算 阵 gg" 的 特征 值 是 负 的 将 会 怎样 ? 


下 面 证 明 gg" 的 特征 值 总 是 非 负 的 数 。 假 设 和 4 是 矩阵 gg 的 一 个 特征 值 ，u 是 与 之 相对 
应 的 特征 向 量 ， 那 么 有 : 











| ggiu= Xu 
用 uw 左 乘 方程 的 两 端 ， 有 
ugg u = ul! u 


和 是 一 个 数 ， 因 而 可 以 改变 它 在 方程 右边 的 位 置 ， 又 根据 和 矩阵 乘法 的 结合 性 ， 则 可 以 





写成 
(uTg)(gfu) = Mu 

由 于 u 是 一 个 特征 向 量 ， 则 wu"m = 1。 因 此 : 

(Tu) (gu) = A 


其 中 eru 是 某 个 向 量 y。 则 有 入 =y'y >0， 因 为 yy 的 大 小 等 于 向 量 y 的 长 度 的 平方 。 










umum 
° 例 2.7 ”如 果 和 是 gg" 的 特征 值 ，u 是 其 对 应 的 特征 问 量 ， 证 明 g'g 具 有 相同 的 特征 值 且 对 应 特征 


° 向 量 由 Vi = gs ui 得 出 。 


根据 定义 
ggT us = A 


i x rs = 


ARER 25 


两 端 都 左 乘 87: 
9 99 = 9 Mui. 

由 于 大 是 一 个 标量 ， 所 以 可 改变 它 的 位 置 ， 又 根据 和 矩阵 乘法 的 结合 性 则 有 : 
9 9(9 ui) = Xi w) 

这 就 证 明了 sg ui 是 8 8 的 特征 辐 量 ， 且 相应 特征 值 为 4 。 


/1 0 0 


例 2.8 Dk FR s= ° l J. 计算 gs 的 特征 向 量 u; g'e ARMER Ev. 
0 O 1 


1 0 ON /1 2 0 1 2 O 
gT = [2 1 1 0 1 0j|=|2 61 
0 0 1/\0 1 1 0 1 1 


ggz 的 特征 值 可 以 由 下 列 特征 方程 计算 得 到 


1 一 信 2 0 


2 6-)\ 1 | = 0>0-M(6-X(-AX-1-22(0-).]=0 








> (1-M(06-X0-X-1-4)=0 
其 中 一 个 特征 值 为 = 1， 另 外 两 个 为 下 式 的 平方 根 : 


66A- A+A- 5203X- N+1=03)5 E V Š 人 一 
À = 6.85s&À = 0.146 
MERRER HESA 
À, = 6.85, À> = 1, As = 0.146 
[xV | 
Rs m 5 | AAE phe sis 8, MA 


X3 
1 2 0 Ti 21 zí 十 272 = AiZ1 
2 6 1 zo | Sàl 22 | => 271 + 6z2 + T3 = 入 ;iT2 
0 1 1 T3 £3 T2 + T3 = À;Z3 


当 入 = 6.85} 


275 一 5.8571 = 0 (2-23) 


F ______ Ë 


221 — 0.85z> + zs = 0 


(2-24) 
z2 一 5.8573 = 0 (2-25) 

将 式 (2-24) 乘 以 5.85， 与 式 (2-25) 相 加 得 
11.7z i — 4z> = 0 (2-26) 


式 (2-26) 与 式 (2-23) 是 相同 的 ， 所 以 对 于 这 三 个 未 知 数 ， 只 有 两 个 独立 的 方程 。 不 妨 设 加 
的 值 为 1， 那 么 x; = 2.927， 且 由 式 (2-24), x= -2 +0.85 x 2.925 = -2 +2.3 = 0.5 
1 
2.927 
0.5 


通过 标准 化 ， 也 就 是 除 以 N+2.927? +052 =3.133 ,得 


0.319 
ui = 0.934 
| 0.160 


当 = 1 时 ， 所 要 解 的 线性 方程 组 为 


Tı + 2z2 = T1 = z2 = 0 
271 十 23 = 0 = zs = —271 


设 z = 1, Axr = -2。 又 因为 x; = 0， 所 以 须 将 每 个 元 素 都 除 以 JÚ +2? = VS 以 使 得 特 


征 向 量具 有 单位 长 度 : 
| 0.447 
Uz? = 0 
一 0.894 


当 和 = 0.146 时 ， 所 要 解 的 线性 方程 组 为 


0.85471 + 2z> = 0 
271 + 5.854r2 + z3 = 0 
Xo + 0.854zs = 0 


0.854 0.427 


Wai = 1, MA o = 0427, x= Og OT ° Bit, 第 三 个 特征 向 量 为 


1 
—0.427 
0.5 
除 以 V1+0.427? +0.5? =1.197 >- 


0.835 
us = —0.357 
0.418 


"` 和 . 
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所 以 8 8 的 特征 向 量 可 由 gu 得 出 ; 也 就 是 说 ， 第 一 个 为 


1 2 ON /0.319 2.187 
0 1 O| | 0934 | = | 0.934 
0 1 1/ ÀN 0.160 1.094 


通过 除 以 V2.187? +0.934 +1.0942 = 2.618 ， 将 其 标准 化 为 





类 似 地 有 


1 2 0 0.447 0.447 | | 
v2=|10 1 0 0 = 0 | 
0 1 1 —0.894 —0.894 


而 第 三 个 特征 问 量 为 


= = N 
= o o 
W” 
rr 
| 
e ° e 
心 Co GO 
i Q Ç 
O00 ~ Ç 
w... 
II 
——— 
| 
o° e 
O G = 
(=r G ho 
m = 
— 7 


标准 化 后 为 


< 

的 

| 
—— 

| 
@ — ° 
p 《 G 
h w e 
O A < 
— 
*@° 


2.12 ”什么 是 图 像 的 奇异 值 分 解 


图 像 g 的 奇异 值 分 解 SVD) 就 是 指 它 的 向 量 的 外 积 展 开 ， 其 中 所 用 的 向 量 是 88" 和 8"8 的 
特征 向 量 ， 展 开 系 数 是 这 些 和 矩阵 的 特征 值 。 用 图 像 s 代 替 图 像 /， 这 样式 (2-8) 可 以 改写 成 : 


Ti 
g = AM uvi 
i=1 (2-27) 


因为 惟一 的 非 零 项 只 有 当 i = jhr 808. 
2.13 ”如何 用 SVD 逼 近 一 幅 图 像 
如 果 在 式 (2-27) 中 ， 只 想 保 留 E< r 的 项 ， 那 么 可 以 重 构 出 图 像 的 近似 形式 如 下 : 


k 
1 
gk = > Xuivi 
i=1 _ (2-28) 





° 例 2.9 有 一 幅 具 有 256 个 灰 大 度 级 的 天 小 为 256x 256 的 图 像 需要 传输 。 如 果 传 输 变 换 后 的 图 像 


° 比 传输 原 图 像 效 率 更 低 ， 则 在 原 图 像 的 奇异 值 分 解 中 最 多 有 多 少 项 ? (假设 每 个 实数 需要 32 比 


特 。) 
假设 将 外 和 与 之 对 应 的 向 量 看 作 一 项 ， 那 么 传输 图 像 的 SVD 展 开 式 中 的 一 项 需要 传输 


2 x 32 x 256 比 特 。 


这 是 因为 我 们 要 传输 两 个 向 量 ， 对 一 幅 256 x 256 的 图 像 来 说 ， 每 一 个 向 量 有 256 个 分 量 ， 
又 因为 都 是 实数 所 以 每 个 分 量 需 要 32 比 特 。 如 果 要 传输 整 幅 图 像 ， 就 不 得 不 传输 256 x 256 x 8 
比特 (因为 每 个 像素 需 8 比 特 )。 因 此 使 SVD 传 输 更 有 效率 ， 最 大 传输 项 数 应 不 超过 : 


256 x 256 x 8 _ 256 


= 5x33 x 256 二 二 





2.14 用 SVD 逼 近 图 像 的 误差 是 多 少 
原 图 像 与 近似 图 像 的 差 为 
D = g— gk = >` Auv? 
i=k+1 | (2-29) 
可 以 通过 计算 矩阵 D 的 范 数 来 计算 误差 的 大 小 ， 也 就 是 计算 该 矩阵 元 素 的 平方 和 。 由 式 
(2-29) 可 知 D 的 mn 元 素 为 


r 
1 
dmn = 5 À? UimVin 一 
4 一 并 十 工 


r 2 
qd ( s =s 


¿=k+1 


1 1 
5 Ai 5 5 2 \2,4,;. . . , 
i=k+1 i=k+1 J=k+1,jZ i 


23 
>> X yad, AHDE > D> Mmmm 


=> | 已 | 


m mn i=k+1 m n i=k+1 j=k+1,j#: 

= 2 2A? 

T Uim 3⁄4 + — im jm Z VinVjn 
i=k+1 m =- i=k+1 j=k+1, jfi 


而 ui ，VYi 是 特征 问 量 ， AENERAER, 则 有 


2 _ 2 — 
5 Uim = 1, > vin = 1 
Tr T 


lijkt, # È a Jn =0 和 六 wet =0。 


° 


AR # 29 


H T'i= j Fr, uu; =0 且 vivj =0 , 则 有 


Tr 
IID|| = Y A 


.i=k+1 


因此 ， 利 用 式 (2-28) 近 似 重 构图 像 的 误差 等 于 忽略 掉 的 特征 值 的 和 。 


(2-30) 





。 例 2.10 ”对 于 一 个 3x 3 的 矩阵 DD， 证 明 它 的 范 数 (定义 为 矩阵 D'D 的 迹 ) 等 于 它 的 所 有 元 素 的 


° 平方 和 。 
设 
di di2 di3 
D = d21 də d23 
dai də d33 
那么 
di dx dal di do di 
DID=[ do da da? dx dz ds | = 
ds ds ds ds1 də d33 
dt + d, + dš). dııdı2 + d21d22 + d31d32 d3ıdı3 + da2d23 + d31d33 
di2d!11 + d22d21 + d32d31 d, + do, + d, di2d13 + d22d23 + d32d33 
di3dii + d23d21 + da3d31 di3d12 + d23d22 + d33d32 d2, + da + ds 
trace[D7D] = (di, +d, + da.) + (dla + d22 + da) + (dis + dos + d33) 


= 所 有 项 的 平方 和 


e° 


| 


2.15 如 何 最 小 化 重 构 误 差 


如 果 将 特征 值 按 降序 排列 ， 截 取 展开 式 中 的 某 整 数 k < r 项 ， 则 &g* 为 图 像 8 的 最 小 平方 通 
近 。 这 是 因为 差 矩 阵 元 素 的 平方 和 最 小 ， 其 等 于 那些 未 用 的 特征 值 的 和 ， 这 些 特征 值 是 选 出 ”|36- 
的 最 小 值 。 | | o 
注意 ， 这 种 图 像 的 奇异 值 分 解 在 最 小 平方 误差 的 意义 下 是 最 优 的 ， 但 在 对 某 个 图 像 展 开 
时 所 用 到 的 基 图 像 (特征 图 像 ) 时 ， 由 这 个 图 像 自身 确定 〈 它 们 由 矩阵 878 和 887 的 特征 向 量 
来 决定 )。 | 
—  .. 
° 例 2.11 在 例 2.8 图 像 的 奇异 值 分 解 中 只 保留 第 一 项 而 令 其 他 的 为 0， 验 证 重 构图 像 的 平方 误差 
。 等 于 忽略 掉 的 特征 值 的 和 。 
如 果 仅 保留 第 一 个 特征 值 ， 图 像 则 可 仅 由 第 一 个 特征 图 像 来 逼近 ， 用 相应 特征 值 的 平方 
根 对 其 进行 加 权 : 


30 
0.319 

g = VAMuvi = v6.85 | 0.934 | (0.835 0.357 0.418) 
0.160 

0.835 0.697 0.298 

= | 2.444 | (0.835 0.357 0.418) = | 2.041 0.873 

0.419 0.350 0.150 


则 重 构 误差 由 8: 与 原始 图 像 的 差 得 出 : 
0.303 —0.298 —0.349 
g-g = | —0.041 0.127 一 0.022 
-0.350 —0.150 0.825 


误差 的 平方 和 为 : 


第 2 * 


0.349 
1.022 


0.175 


0.3032 + 0.2982 + 0.3492 + 0.0412 + 0.1272 + 0.0222 + 0.3502 + 0.1502 + 0.8252 


这 恰好 等 于 两 个 忽略 掉 的 特征 值 2P 和 加 的 和 。 





2.16 用 SVD 进 行 图 像 展开 时 的 基 图 像 是 怎样 的 


对 于 这 个 问题 没有 一 个 明确 的 答案 ， 因 为 这 些 基 图 像 依赖 于 每 一 个 锌 展开 的 图 像 本 身 ， 


[7] 它们 是 其 特征 图 像 。 





。 例 2.12 对 下 列 图 像 进 行 奇 异 值 分 解 (SVD): 


= 1.146 ` 


= 0 = 


| 1 O 1 
g=|0 1 0 
1 0 1 
以 确定 上 述 图 像 的 特征 图 像 。 
1 0 1N /1 0 1 2 0 2 
gg97=|0 1 0 0 101=10 1 O 
1 0 1 1 0 1 2 0 2 
887 的 特征 值 是 下 面 特征 方程 的 解 : | 
2—A 0 2 | 
0 1-A 0 =0=(-A0=-A)2-40-—2) 
2 0 2 一 人 








(L- 和 OA-4A=0 


特征 值 为 :和 = 4,42 = 1, ja =0。 相 应 的 特征 向 量 为 


2 0 2 f 71 zı 271 十 273 = 471 
0 1 0 Z° = 4 | z> = £ 一 47> 
2 0 2 T3 T3 271 十 273 = 473 





i 


E R ER 31 


| sm saa L ol 
令 x= x = -万 以 使 特征 向 量具 有 单位 长 度 。 这样 = [> 0 —>) 





2 . 0 2 Tı T1 27) + 273 = £i Tı 一 一 273 
0 1 0 T = | Yo = 02 = T = T = T> 
2 0 2 T3 £3 271 + 273 = £3 TX3 = —271 


上 面 第 二 个 等 式 不 代表 任何 信息 ， 可 以 令 x 为 任意 的 值 。 但 是 不 能 令 x。 = 0， 因 为 第 一 个 
等 式 和 第 三 个 等 式 不 能 同时 成 立 ， 除 非 z = x3 = 0。 如 果 z2 也 为 0， 就 会 得 出 不 代表 特征 向 量 的 


平凡 解 。 
所 以 ， 上 面 三 个 等 式 能 成 立 ， 只 有 zx = x3 = 0 而 xz 是 任意 非 0 值 。 不 妨 设 z 等 于 1， 这 样 u 也 


具有 单位 长 度 。 因 此 ，uz =(0 1 0)。 
由 于 g 是 对 称 的 ， 所 以 gg = g's， 则 gg” 的 特征 向 量 与 gg 的 特征 向 量 相 同 。 那 么 g 的 SVD 为 : 


1 
1 0 
= Viant + Viant =2( È ] (Q 0 >+ (1 (0 1 0) 


0 


0 1 0 0 O 
0 0|]J+|0 1 0 
0 1 0 0 O 


2 


这 两 个 矩阵 即 为 g 的 特征 图 像 。 


例 2.13 对 下 面 图 像 进 行 奇 异 值 分 解 ， 并 确定 它 的 特征 图 像 : 


该 矩阵 的 特征 值 由 下 得 出 
0 1 0 
g=|1 0 1 
0 1 O 
0 1 0V/0 1 O 1 O 1 
g7 =ļ|1 0 1Jl1 0 1|=[0 20/ 
0 1 0/\0 10 1 O 1 
1—A 0 1 
0 2-A 0 |=0=(1-A2(2- X) -(2—- M =0 
1 0 1-A o 








= (2 — À) [a -3)2—1] =0> (2-A(1-à-1)(1-A+1)=0 


HHA i = 2, À = 2, À, = 0. 
s — A FFÍ/IE IE] B 2 
| 39 
Z1 zı gı + zs = 271 X) = X3 | 39. 
T2 =2 T2 = 2g = 272 
T3 £3 2Z1 + T3 = 233 


一 % 为 任意 什 





1 0 1 
0 2 0 
1 O 1 








Bo A 


A x) = X, - L, x,=0 , Hu = (| 0) 
42 | ' 2 V2 ° 
第 二 个 特征 问 量 必须 满足 相同 的 约束 且 必 须 与 山 正 交 。 因 此 
uz = (0,1,0)” 
计算 8 8 相应 的 特征 向 量 ， 应 用 【〈 见 例 2.7 
vi=g u 


因此 


将 其 标准 化 以 使 vi| =1; 也 就 是 令 vi = (0, 1 0) 
0 1 0 0 1 
V2 = 1 O 1 1 = 0 
| 0 1 0 0 1 
一 ` x l l 1 T a 
将 其 标准 化 以 使 Ival = 1; 也 就 是 令 w, = (0 万 0 万 ) 。 那 么 g 的 SVD 就 是 


g = Juv? + /Aouzv2 
1 
— 0 
V2 
a( u 1 TAE 0 方 ) 
0 
0 
0 
0 


Il 
s 
_ 
OO 
Si- osi- 
O O oOo 
ŠÁL 
+ 
s 
Omo ——  AaLl 
oj- o 


|! 

O oo oo 
= — = 
O oo o 
— 
+ 
wm 
O r- © 
O GO o 


这 两 个 矩阵 即 为 8 的 特征 图 像 。 


例 2.14 验证 下 面 图 像 奇 异 值 分 解 的 过 程 : 


255 955 255 255 255 255 255 255 

255 255 255 100 100 100 255 255 

255 255 100 150 150 150 100 255 

| 255 255 100 150 200 150 100 255 
9= | 255 255 100 150 150 150 100 255 
255 255 255 100 100 100 255 255 

255 255 255 255 50 255 255 255 

50 50 50 50 255 255 255 255 


99 — 


520200 
401625 
360825 
373575 
360825 
401625 
467925 
311100 


401625 
355125 
291075 
296075 
291075 
355125 
381125 
224300 


它 的 特征 值 按 降 序 排列 为 


360825 
291075 
282575 
290075 
282575 
291075 
330075 
205025 


373575 
296075 
290075 
300075 
290075 
296075 
332575 
217775 


360825 
291075 
282575 
290075 
282575 
291075 
330075 
205025 


401625 
355125 
291075 
296075 
291075 
359125 
381125 
224300 


467925 
381125 
330075 
332575 
330075 
381125 
457675 
298825 


311100 
224300 
205025 
217775 
205025 
224300 
258825 
270100 


33 


2593416.500 111621.508 71738.313 34790.875 
11882.712 0.009 0.001 0.000 


最 后 3 个 特征 值 几 乎 为 0， 所 以 我 们 只 计算 前 5 个 特征 值 对 应 的 特征 向 量 。 这 些 特征 向 量 就 


古 下 面 矩 隆 的 列 : 


矩阵 8 8 为 


g7 g= 


它 的 特征 向 量 经 单独 计算 ,结果 为 下 列 和 矩阵 的 列 : 


图 2-1 展 示 了 原始 图 像 和 它 的 5 幅 特 征 图 像 。 每 一 幅 特 征 图 像 的 灰 度 值 已 被 标定 以 使 它 可 
以 在 0 到 255 之 间 变 化 。 这 些 特征 图 像 需 由 相应 的 特征 值 的 平方 根 加 权 再 相 加 ， 生 成 原始 图 像 。 


457675 
457675 
339100 
298300 
269025 
308550 
349350 
467925 


一 0.441 
一 0.359 
一 0.321 
一 0.329 
一 0.321 
一 0.359 
一 0.407 
一 0.261 


0.167 
一 0.252 
一 0.086 
一 0.003 
一 0.086 
一 0.252 
一 0.173 

0.895 


0.080 


—0.388 
0.446 
0.034 
0.093 
0.035 
0.446 

—0.630 
0.209 


0.764 
0.040 
—0.201 
0.107 
—0.202 
0.040 
—0.504 
—0.256 


457675 
457675 
339100 
298300 
269025 
308550 
349350 
467925 


339100 
339100 
292600 
228550 
191525 
238800 
302850 
349350 


298300 
298300 
228550 
220050 
185525 
230300 
238800 
308550 


269025 
269025 
191525 
185525 
237550 
237800 
243800 
321300 


308550 
308550 


238800 


230300 
237800 
282575 
291075 
360825 


349350 
349350 
302850 
238800 
243800 
291075 
390129 
401625 


—0.410 
—0.410 
—0.316 
—0.277 
—0.269 
—0.311 
—0.349 
—0.443 


—0.389 
—0.389 
—0.308 


:一 0.100 


0.555 
0.449 
0.241 
0.160 


0.264 
0.264 
—0.537 
0.101 
0.341 
—0.014 
—0.651 
0.149 


0.106 
—0.029 
—0.727 

0.220 
—0.497 

0.200 


0.336 


0.106 


0.012 
0.012 
—0.408 
—0.158 
—0.675 
0.323 
0.074 
0.493 


467925 
467925 
349350 
308550 
321300 
360825 
401625 
520200 
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图 2-2 中 所 示 的 5 幅 图 像 是 当 1、2、3、4、5 个 特征 值 用 于 重 构 时 得 到 的 重 构 图 像 。 


计算 每 个 重 构图 像 平方 误差 的 和 可 根据 下 面 公式 : 


可 得 : 


图 像 4) 的 误差 : 
图 像 b) 的 误差 : 
图 像 c) 的 误差 : 
图 像 d) 的 误差 : 
图 像 e) 的 误差 : 


2 ( 重 构 像素 -原始 像素 )? 


230033.32 (À, +À; +À, +Às = 230033.41) 
118412.02 (À, +À, +A = 118411.90) 
46673.53 (À, +Às = 46673.59) 

11882.65 (Às = 11882.71) 

0 


可 以 看 出 忽略 掉 的 特征 值 的 和 恰好 与 重 构图 像 的 误差 相 一 致 。 





e) f) 


图 2-1 原始 图 像 与 其 5 个 特征 图 像 ， 每 一 个 标定 值 从 0 到 255 
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e) f) 


图 2-2 从 右上 到 左下 依次 用 1、2、3、4、5 个 特征 值 
重 构 时 得 到 的 重 构 图 像 ， 图 2-2f 是 原始 图 像 


eLa] 





2.17 任意 被 展开 的 图 像 是 否 存在 基 图 像 集 
是 。 它 们 可 以 由 离散 化 的 完全 标准 正 交 函数 集 确定 。 


2.18 什么 是 函数 的 完全 标准 正 交集 


黄 数 集 5,(1)， 其 中 n 是 整数 ， 被 称 为 是 在 区 间 [0，] 上 带 权 函 数 w( 四 ) 正 交 的 (orthogonal) 
图 数 集 ， 如 果 : 


k 如 果 n =m 
(t)Sn(t)Sm(t)dt = { 
| ° 0 如 果 n Zm 本 


如 采 K = 1, 这 个 集 称 为 标准 正 交 的 (orthonormal)。 如 果 不 能 找到 任何 其 他 函数 与 该 集 正 
交 且 不 属于 该 集 , 它 被 称 为 完全 的 (complete ) 。 一 个 完全 标准 正 交 集 的 例子 就 是 传 里 叶 变 换 
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° 例 2.15 证 明正 交 矩阵 的 列 构成 一 个 标准 正 交 向 量 集 。 
° 不 妨 设 4 是 一 个 w x WN 的 正 交 矩阵 (也 就 是 4 = 4 )， 设 它 的 列 向 量 是 ui, u, …, un 。 显 然 


有 : 
ul 
u2 
A lA=I= AF 4= 了 人 . |(w u ... us)= I= 
un? 
ui u] uu ... UUN 1 0 0 
u2zlui uz u2 ... Uz UN 0 1 0 
UN ul uN uz . UN UN 0 0 ... 1 
这 证 明了 A 的 列 构成 一 个 标准 正 交 问 量 集 。 
例 2.16 证 明正 交 和 矩阵 的 朔 也 是 正 交 的 。 
EXER ETF: 
4 =A (2-32) 


欲 证 明 4-! 是 正 交 的 ， 只 需 证 明 (4-') ”= (477 AETA ) = 4， 而 这 很 容易 由 对 
式 (2-32) 取 转 置 导出 。 


例 2.17 证 明正 交 和 矩阵 的 行 也 构成 一 个 标准 正 交 向 量 集 。 
因为 4 是 正 交 矩 阵 ， 所 以 4-! 也 是 ( 见 例 2.16)。 一 个 正 交 矩阵 的 列 构成 一 个 标准 正 交 向 量 。 


集 ( 见 例 2.15)。 因 此 ，4 -的 列 ， 也 就 是 4 的 行 ， 构成 一 个 标准 正 交 疝 量 集 。 ° 
WE 


2.19 是 否 存在 标准 正 交 离 散 函 数 完全 集 


是 的 。 存 在 ， 例 如 ， 取 值 于 集合 ,+ 上 1 上 +V2 ,p=12,3… 的 哈 尔 函 数 集 (Haar function) 和 
取 值 于 集合 {+1，=-1} 的 沃 尔 什 函数 (Walsh function ) 。 


2.20 如 何 定义 哈 尔 函 数 


HD =1 当 0<1< 1 时 


1 如 果 0 < z< > 
no-i 


-1 如 果 二 <1<l 


让 


OBRAR O OOO O 





P wm P _ n+0.) l 
J2 4 T <t P 时 
H, (D) = -V27 当 tD r M 
0 其 他 
(2-33) [46] 
其 中 p = 1,2,3,...,n=0，, 1,... ,2 一 1。 
2.21 如 何 定义 沃 尔 什 函数 
可 以 通过 各 种 形式 定义 ， 且 可 以 证 明 是 等 价 的 。 现 在 利用 差分 方程 来 定义 : 
Wajtalt) = (11) {W5 (24) + (—1) + Wi(2t — 1)) (2-34) 


其 中 Hemeng, 表示 不 超过 i 的 最 大 整数 ， g =0 或 1, j=0,1,2,.. 
1 >40 <£ < 1 时 
0 其 他 
上 述 方程 按 所 谓 的 自然 序数 (natural order) ZEAR. 其 他 等 价 定 义 是 按照 函数 零 
交叉 点 数 递 增 排列 ， 也 就 是 所 谓 的 列 率 序 (sequency order). o 
2.22 如何 从 哈 尔 函 数 和 沃 尔 什 函 数 创建 一 个 图 像 变 换算 阵 
首先 按照 所 要 创建 矩阵 的 大 小 来 标定 独立 变量 :， 然 后 仅 考虑 它 的 整数 值 。 对 于 k = 0, 1， 
2, , N-1,i=0, 1,… , N-1, Hi (站 可 以 写成 矩阵 形式 ， 且 可 用 于 二 维 离散 图 像 函 数 的 变换 。 
对 Wi (i 可 类 似 进行 。 x 
注意 这 种 方式 定义 的 哈 尔 函数 / 沃 尔 什 函 数 不 是 正 交 的 ， 每 一 个 都 要 经 过 标准 化 ， 连 续 情 
il, ql 
况 乘 以 ;离散 情况 乘 以 了 ， 其 中 :到 等 分 的 离散 值 


W.(t) = | 


OO 


° 例 2.18 推导 出 可 以 用 于 计算 一 个 4 x 4 图 像 的 哈 尔 变 换 的 矩阵 。 


° 首先 ,利用 武 (2.33)， 可 以 计算 并 画 出 具有 连续 变量 ! 的 哈 尔 函 数 ， 这 是 计算 变换 矩阵 所 
必须 的 。 | 


H(0, t) 


H(O,D = 1 40<t< 1 时 
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在 哈 尔 函 数 定义 中 ， 当 p = 1 时 ，n 取 值 0 和 1: 
如 果 p = 1,n = 0: 


H(2, t) 


-V2 当 4 <t< 3 时 


v2 当 0 << 1 Y2 
H(2,t) = 
0 当 3<t<1 时 





- 2 
如 果 p = 1, n = 1: 
H(3, nf) 
Ü 当 0 
an=] V2 * š 
_Vi w Š 








对 一 个 4x 4 的 图 像 做 变换 需要 一 个 4 x AERE RRRA EREA, 3E H.R. 
取 ; 的 整数 值 (也 就 是 ! = 0, 1, 2, 3)， 就 能 够 建立 变换 和 矩阵。 伸缩 后 的 函数 如 图 所 示 。 


H(0. t) 
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AR TR 





2、3。 变 换 和 矩阵 为 


l. 


变换 矩阵 中 的 元 素 为 函数 H(s, 人 ) 的 值 ， 其 中 s 和 :到 值 为 0、 


1， 即 单位 矩阵 。 


1 使 HH’ = 
2 


系数 


例 2.19 计算 下 面 图 像 的 哈 尔 变 换 : 


下 面 利 用 在 例 2.18 中 导出 的 矩阵 开 : 


= HeH’。 


图 像 8 的 哈 尔 变 换 为 A 


— 
O m m O 


-OO rm 
-O OO m 


O Å- O 
ve 


下 
pir s 
| 


| 


“mge 
| 
S 


sss 


O O — 


N CGN N AN 


E E A 


52.20 ELARRE F ALREAO0, MAER ER, EA2119 Bu (8. 
近似 变换 矩阵 变 为 : 


20 00 
- 00 009 
A=] po -1 1 
00 1 O 
重 构 图 像 由 5=H AH 得 出 : 
1 1 Vi 0 20 00 1 1 1 1 
._ 1| 1 1 -2 0 00 00 1 1 -1 -1 
9-4] 1 -1 0 V3 00 -1 1|]|⁄2 -vi 0 0 
1 -1 0 -V2 00 1 O 0 0 V2 -.2 
1 1 v2 ON 2 2 2 2 
_ 11 1 -v2 0 0 0 0 0 
本 1 —1 g v2 -V Vi A -vi 
1 -1 0 一 V2 V2 -v2 0 0 
0 4 4 O 01 1 0 
_1|4 00 4|_[|1 0 1 
4140221 11 0 05 05 
0 4 0 O 0 1 0 0 


S 0.52 + 0.52 + 12 = 1.5 


° 


| 


2.23 ” 哈 尔 变 换 的 基 图 像 是 怎样 的 


图 2-3 表 示 一 个 8 x 8 的 图 像 按 哈 尔 函 数 展开 的 基 图 像 。 这 些 图 像 都 是 由 离散 哈 尔 函 数目 身 
或 与 另外 一 个 取 外 积 所 产生 的 。 沿 左 端 和 下 端的 数字 表示 分 别 沿 每 一 行 或 列 所 用 函数 的 顺序 。 
为 了 便于 展示 ， 每 个 图 像 的 离散 值 已 被 规定 在 [0, 255] 范 围 内 变化 。 | 


Ee i AAR a n: a r oo o 


Oae —_  __ 










t 
s $ 
E 7 z: 3; a Rr g: 








=£ > 
$ 
H $ d w 
to pe ani ~ 





+ 
i i i 
了 3 $ 
i i i 
: $ 1 
: : : 
RRE pss ” a w 
: $ i 





i 
Goer wer 
: i $ $ 
4 š : $ 
$ $ : 
0 WA we TO ow 


0 l 2 3 4 5 6 fi 
图 2-3 哈 尔 变 换 的 基 图 像 
在 每 一 幅 图 像 中 ， 灰 色 代 表 0， 黑 色 代表 一 个 负数 ， 白 色 代表 一 个 正 数 。 注 意 每 
悦 图 像 已 分 别 标定 : 从 一 幅 图 像 到 下 一 幅 图 像 黑 色 和 和 白色 代表 不 同 的 值 。 

nd 

。 例 2.21 推导 一 个 可 用 于 沃 尔 什 变换 的 4 x 4 图 像 。 

首先 ， 应 用 起 (2.3 罗 计算 并 绘制 连续 变量 /的 沃 尔 什 函 数 ， 这 在 转换 矩阵 的 计算 中 是 必须 

的 。 


W(0, t) 


w(0.0) = 1 hg 
j=0,g=1, 日 -0 的 情况 : 
W(1,t) = — [wo,z _ W (0,20 = 2)! 


340 <t < St: 


42 | £ 2 + 





0 <2t < 1= W(0.2t) = 1 


1 1 1 
— < t-3<0 1< 2-3) <0= w (020-3) =0 


2 2 
因此 
W(LD=-1L Octr< 工 
2 
"4 l ç, < 1 时 : 
2 
1 < 2 < 2 >ü W(0,2t) = 0 
0 <t | <l 0c<2( < 1> W 0-2) =1 
2 `? 2 ' 2” 
因此 
WGD=-CD=1 本 <t<1l 
_ f -1 3 0 <t< 5 p 
wd)= {1 当当 <t<1 时 





j=1g=0. 了 | -0 的 情况 : 


W(2,t) = W(1,2) — W (12 — 5) 


1 
0 < 2t < 5 > W(1,2t) = -1 


1 1 1 l _ l. _ 
-s<t- š <77 >T1<S 2-5) <-3? W(12(t- 5)) = 0 
因此 


W(2, = -1, 0<t< 工 


-KK 22 <1=> W(1.20) =1 


2 
1 1 l 1 1 
-3 <t=3<0>-3< 2-7 <0= w (120-3) = 0 


] l 
W(2,t) = 1, — L 
(2, t) 4 S< 5 
l 3 
"4 — <s<st< 一 上 时: 
3 7 时 
3 
1<2t< Wl,2t)=0 


0<t—- < = 0<2(t— -)< _ 13 
2 `4 <2 3) <3>w (L >) 1 


因此 
WO2,D=1, L ç < È 
3 2 
4 — < t< 工时 : 
4 
3 
5 < 2t < 2> W(1,2t) = 0 
1 1 1 1 1 
jt W (12-i) =1 
因此 
W(2,t) = -1, 3 <r<1 
4 
W(2, t) 
—1 当 0 
W(2,t) 二 41 当 上 
【-l 当 3 


j=14=1|5| =0 的 情况 : 
W(3,t) = — | wa +W (12 _ ;)) 


] 
"40 <t < 一 时 : 
4 
K E 


1 1 
34 <t < > 时 : 
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和 


2 
因此 
1 
W(3,t) = —1 , í< t<; 
当 二 《<t< 二 时 
2 
i 1 
W(1,2t) = 0, w(u2e-2)=-1 
因此 
3 
W(3.t) = 1, s < t< 1 
3 
34 — << 1 时 : 
4 
W(1,2#) = 0 w(i 2(t 3) = 1 
; — vY, ; 9 一 
因此 
3 
W(3,t) = —1 , (< t<1 
1 4 O <t< M 
_ J -1 %3 í<t< B) 
W05) 1 < 时 
-1 当 <t<1l 时 





为 了 得 到 一 个 4x 4 的 矩阵 ， 将 ! 乘 以 4 并 且 只 考虑 ! 的 整数 值 ， 也 就 是 0、1、2、3。 
WO, 的 值 作为 矩阵 的 第 一 行 ，W(1, 人 作为 矩阵 的 第 二 行 、W(2, 0 为 第 三 行 ， 依 此 类 推 : 


1 11 1 

1| -1 -1 1 1 
W =; -1 1 1 -1 
1 —1 1 -i 


令 该 矩阵 乘 以 二 得 到 其 标准 化 形式 。 因此 7 殉 =7， 其 中 ，/ 是 单位 矩阵 。 


B f FK 45 


| | 


在 一 般 的 可 分 离 的 线性 变换 公式 4 = UgV 中 ， 令 U = V = W， 其 中 W 是 例 2.21 中 推导 的 算 


例 2.22 计算 以 下 矩阵 的 沃 尔 什 变换 : 


— o 5O m= 
= O O = 
ODO m = 5 


阵 : 

1 11 1 0 1 1 OÜ 1 -1 -1 1 
a= 1|- -11 1 1 0 01|] ri -1 1 -1 
4| -1 1 1 -1l 1 0 O 1 1 1 1 1 
1 -1 1 一 0 1 1 0 1 1 —1 -i 

1 1 1 1 2 0 2 0 

_ 1|—-1 -1 1 1 2 0 -2 0 

”41 -1 1 1 —1 2 0 —2 0 

1 — 1 一 ! 2 0 2 0 

8 0 0 O 2 0 0 0 

_ 1| 0 0 001] |00 00 

— 4 0 0 -8 0] 10 0 -2 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 


224 ”如 何 仅 用 +1 或 -1 定义 一 个 正 交 和 矩阵 


我 们 可 以 做 到 这 一 点 。 哈 达 玛 矩阵 (Hadamard matrix) 由 数学 家 哈达 玛 于 1893 年 提出 而 
得 名 。 哈 达 玛 矩阵 由 其 维 数 以 递归 的 形式 来 定义 ， 而 该 维 数 是 2 的 蜂 ， 如 下 所 示 : 


1 1 H, H, 
H, = ,Hw = 
1 -1/ H, -H, 


在 这 样 的 定义 下 , 正 交 人 矩阵 的 行 可 看 作 由 离散 形式 的 沃 尔 什 函 数值 经 过 一 定 顺 序 排列 得 到 。 
因此 当 N = 2 时 ， 沃 尔 什 函 数 可 以 根据 这 些 矩 阵 来 计算 。 这 种 方式 产生 的 沃 尔 什 函 数 称 为 克 允 
内 克 (Kronecker) 序 或 字典 序 (lexicographic)， 也 就 是 说 这 时 的 排列 次 序 与 利用 式 (2-34) 产 生 
的 排列 次 序 不 同 。 | 


2.25 哈达 玛 / 沃 尔 什 变换 的 基 图 像 是 怎样 的 
图 2-4 是 8 x 8 大 小 、 按 克 罗 内 克 序 排列 的 沃 尔 什 函 数 展开 的 二 值 基 图 像 。 















x K. emi 
2 3 £ 5 6 ? 


图 2-4 ”哈达 玛 / 沃 尔 什 变换 的 基 图 像 


l 





° 例 2.23 写 出 例 2.14 中 图 像 的 哈 尔 变换 的 过 程 : 


kd 


图 2-$ 所 示 的 8 个 图 像 均 是 重 构 后 的 图 像 ， 它 们 分 别 利 用 了 1、2、…… 、8 个 哈 尔 函 数 产生 
的 基 图 像 进行 重 构 。 例 如 ， 仅 保留 了 图 2-3 中 左下 角 的 4 个 基 图 像 ， 再 乘 以 相应 的 系数 便 得 到 
图 2-5b 的 重 构 后 的 图 像 。 这 4 个 基 图 像 由 前 两 个 哈 尔 函数 H(0, DAHA, 0 产生 。 把 图 2-3 中 第 一 
行 和 第 一 列 的 基 图 像 各 自 所 对 应 的 系数 全 置 为 0， 便 重 构图 2-5g 所 示 的 图 像 。 所 使 用 的 基 图 像 
由 前 7 个 哈 尔 函数 产生 ， 也 就 是 HG0, N HA, D THE; 0. 





a) b) 





c) d) 


图 2-5 重 构 后 的 图 像 
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g) h) 
图 2-5 (#) 
所 用 的 基 图 像 从 左上 到 右 下 ,分 别 由 前 1、2、3、…… 、8 个 哈 尔 函 数 产 生 。 


重 构图 像 的 平方 误差 和 分 别 为 : 

图 2-5a 的 误差 : 366394 
图 2-5b 的 误差 : 356192 
图 2-5c 的 误差 : 291740 
图 2-5d 的 误差 : 222550 
图 2-5e 的 误差 : 192518 
图 2-5f 的 误差 : 174625 
图 2-5g 的 误差 : 141100 
图 2-5h 的 误差 : 0 


例 2.24 写 出 例 2.14 中 图 像 的 沃 尔 什 /哈达 玛 变换 的 过 程 : 


图 2-6 所 示 的 8 个 图 像 均 是 重 构 图 像 ， 分别 使 用 了 1、2、…… 、8 个 沃 尔 什 函 数 所 产生 的 基 
图 像 来 重 构 。 例 如 ， 图 2-6f 利 用 了 沃 尔 什 /哈达 玛 逆 变换 来 重 构 ， 其 过 程 是 把 图 2-4 中 的 第 1、2 
行 以 及 最 右边 两 列 的 基 图 像 相 乘 所 得 的 变换 矩阵 的 元 素 置 为 0。 被 忽略 了 的 基 图 像 正 是 由 国 数 
W(6,0 以 及 W(7 ,0 产生 的 。 

重 构图 像 平方 误差 和 分 别 为 : 

图 2-6a 的 误差 : 366394 
图 2-6b 的 误差 : 356190 
图 2-6c 的 误差 : 262206 
图 2-6d 的 误差 : 222550 


aona reae ee 一 
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图 2-6e 的 误差 : 148029 
图 2-6f 的 误差: 92078 
图 2-6g 的 误差 : 55905 
图 2-6h 的 误差 : 0 





g) h) 


图 2-6 重 构 后 的 图 像 
使 用 的 基 图 像 从 左上 到 右 下 ， 分 别 由 前 1、2、3、……、 8 个 沃 尔 什 函 数 产 生 。 
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2.26 沃 尔 什 和 哈 尔 变换 的 优 缺 点 是 什么 


从 图 2-3 可 以 看 出 ， 哈 尔 变 换 的 基 图 像 以 相同 的 基本 方式 扫描 整 幅 待 变换 的 图 像 ， 每 扫描 
一 次 仅 获取 原 图 像 的 一 个 局 部 ， 基 图 像 的 序号 越 大 ， 获 得 的 特征 越 精 确 。 例 如 ， 图 2-3 右 上 方 
中 ， 占 全 图 1/4 的 16 个 基 图 像 ， 均 使 用 2 x 2 大 小 的 窗口 来 复制 原 图 像 中 不 同位 置 的 细 市 。 假 如 
我 们 对 这 种 尺度 上 的 细节 不 感 兴趣 ， 可 以 将 哈 尔 变 换 中 16 个 相应 的 系数 置 为 零 。 因 此 ， 截 断 
一 个 哈 尔 重 构 时 ， 必 须 保留 前 2、2'、2?、…… 个 哈 尔 函数 产生 的 基 图 像 ， 而 不 是 任意 多 个 。 
用 这 种 方法 ， 重 构 后 的 误差 才 会 完全 一 致 地 分 配 到 整个 图 像 中 。 作 为 另 一 种 选择 ， 我 们 希望 
保留 能 对 这 些 位 置 的 重 构 精 度 起 作用 的 基 图 像 (也 就 是 保留 基 图 像 对 应 的 系数 )。 换 句 话说 ， 
哈 尔 基 函数 能 以 不 同 精度 来 重 构 原 图 不 同位 置 的 细节 。 

相反 ， 沃 尔 什 基 图 像 的 序号 越 高 ， 整 体 上 就 越 接近 原 图 像 ， 并 且 不 同位 置 的 细节 精度 完 
人 一致 。 其 原因 是 沃 尔 什 函数 不 能 取 零 值 。 注 意 ， 两 种 基 函 数 之 间 的 差别 正好 反映 在 重 构 图 
像 上 ， 图 2-5g 与 图 2-6g 都 保留 了 相同 个 数 的 基 图 像 。 图 2-5g 中 的 花 ， 除 了 右 方 和 下 方 的 部 分 细 
此 外 ， 几 乎 完全 被 重 构 。 因 为 被 省 略 的 基 图 像 正 是 捕捉 原 图 像 此 位 置 细 节 的 ， 而 原 图 在 此 处 
恰好 具有 明显 的 细节 结构 。 这 就 是 重 构 的 误差 在 使 用 哈 尔 函 数 时 比 使 用 沃 尔 什 函数 时 要 大 的 
原因 。 注 意 , 沃 尔 什 函 数 的 重 构 误 差 被 完全 一 致 地 分 配 到 整个 图 像 中 。 

另 一 方面 ， 沃 尔 什 变换 比 哈 尔 变 换 优势 在 于 ， 沃 尔 什 变换 只 取 +1 和 -1 两 个 值 ， 类 似 于 一 
值 的 逻辑 变量 ， 因 此 易于 在 计算 机 上 实现 。 


2.27 什么 是 哈 尔 小 波 


哈 尔 基 函数 能 从 部 分 中 反映 图 像 性 质 。 这 一 属性 是 一 类 更 一 般 的 函数 所 特有 的 ， 它 们 被 
称 为 小 波 (wavelet)。 哈 尔 小 波 (Haar wavelet) 是 对 同一 函数 进行 不 同 尺度 伸缩 和 平移 得 到 
的 名 种 形式 。 对 于 一 个 8 x 8 图 像 来 说 ， 如 图 2-3 所 示 ， 最 上 面 7 个 以 及 最 右边 7 个 基 图 像 是 哈 尔 
小 波 的 图 像 ， 图 2-3 左 下 角 的 基 图 像 实 际 上 是 平均 图 像 ， 它 所 描述 的 函数 被 称 为 尺度 函数 
(scaling function)。 最 后 一 行 和 第 一 列 的 其 他 基 图 像 是 由 尺度 函数 和 小 波 共同 生成 的 。 所 有 共 
图 像 构 成 了 一 组 完备 的 基 ， 在 这 种 意义 下 、 任 何 一 个 8 x 8 图 像 均 能 展开 。 


2.28 傅 里 叶 变换 的 离散 形式 是 怎样 的 
在 离散 点 上 ， 函 数 刃 6) 的 一 维 离散 傅 里 叶 变 换 定义 如 下 : 


N-—1 
rm = Jo E f09eo|-; 25 | 
k=0 


一 个 N x N 图 像 的 二 维 离散 合 里 叶 变 换 (DFT) 定义 如 下 : 


(2-35) 


N—1 N—1 


Amn = £ SO Y gue tr R 
k=0 i=0 (2-36) 
避 其 他 直接 在 离散 域 上 导出 的 变换 不 同 ， 傅 里 叶 变换 起 初 是 在 连续 域 上 推导 。 为 了 保持 
汉 种 “历史 ”的 一 致 性 ， 我 们 回 到 使 用 函数 变量 而 不 是 标号 的 方式 来 定义 。 此 外 ， 学 谍 不 同 
函数 的 伟 里 叶 变 换 ， 规 定 函 数 在 传 里 叶 变 换 前 后 使 用 相同 字母 表示 ， 只 需 在 函数 名 上 方 加 一 


DE ZA 


小 标记 。 小 标记 的 个 数 用 以 区 分 同一 图 数 的 不 同形 式 的 傅 里 叶 变换 。 当 某 些 情况 出 现时 就 能 
请 晰 地 知道 我 们 这 么 做 的 原因 。 现 在 ， 定 义 一 个 M x N 图 像 的 传 里 叶 变换 如 下 : 


hf 一 1 六 一 1 


$(m, n) = > ` y ` glk, Derili + @] 


k=0 i=0 (2-37) 
把 此 公式 看 作 “ 目 动 贩卖 机 ”(slot machine )， 只 要 把 函数 “ 插 ” 进 式 (2-37)， 弹 出 结果 
便 是 它 的 DFT.。 





函数 | (2-38) 


B2.3 ”离散 傅 里 叶 逆 变 换 是 怎样 的 ? 
在 趟 (2.37) 两 边 同 时 乘 以 es gm ， 并 对 所 有 的 m, n 分 别 从 0 到 M-1，0 到 N-1 
求 和 。 得 到 
—1 N—1 


: > à(m,n)e2*3[ S? + N] 


0 


~ (k herir 


检验 下 面 的 和 式 : 


其 中 ! 是 整数 。 这 是 一 个 M 项 的 等 比 级 数 ， 首 项 为 1m = 0), Aeg- 。 该 
级 数 前 n 项 和 为 : 


Şa- LE, q=1 
- q-1 


> emiti 二 eTit 一 上 _ cos2rt 十 7sin2rt 一 1 _ 0 
e27j 癌 -1 _ 1 erit —1 


然而 ， 如 果 t = 0， 式 (2-40) 中 的 所 有 项 相 加 等 于 1， 且 > wo 1= M 。 所 以 : 
| M. t= 0 


4 2xir N 
e M = 
0, t=0 
m= 
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首先 令 f = g-k， 将 式 (2-43) 代 入 式 (2-39) 中 ， 然 后 = 0-!， 推 导 得 到 式 (2-39) 布 
边 的 形式 : 


1 M —1 | . 
MN 2— ~ 9(k,)Mó(q ~ k)Nó(p — l) 


这 就 是 二 维 离 散 傅 里 叶 逆 变换 。 





2.29 离散 傅 里 时 变换 如 何 用 和 矩阵 形式 表示 





用 下 列 元 素 构 造 矩 阵 忆 
1 2nza 
Uza = —=e ? N 
VN (2-45) 
其 中 x 按 列 分 别 取 0, 1,…, N 一 1， a 按 行 也 分 别 取 相 同 的 值 。 注意 用 这 种 方法 构造 的 矩阵 
是 对 称 的 ; U'= U. 图 依 。 的 一 维 离散 健 里 叶 变 换 形 式 如 下 ; 
A=UgU (2-46) 





° 例 2.25 推导 用 于 4 x 4 图 像 的 离散 傅 里 叶 逆 变 换 的 矩阵 。 


应 用 式 (2-4$])， 其 中 NW =4,0<x<3,0<a<3: 


e-i x0 e-i x0 e —J2m x0 e-i E0 
1 -jZ xo e-i xl eiT eif x3 
U = i es j3EX0 e-iTX2 e 一 了 经 x0 ei 2r x2 
e 1 x0 oj 全 x3 ei E2 eix 
1 1 1 1 
ifi ei eit e-*i 
T ol1 e 7 1 e 2" 
1 ei eit ej 
zm 2 _ x tii 
e 42 =e 22 = cosç — jsins =- 


e "1 = cosn — )simz = —1 


-j costi — jsin 3a =j 
e t = cosg Isny =? 


Dh EE. e oo s Ë. 


E ZA 


所 以 
1 1 1 1 
_1| 1 -j -1 j 
U=;| i -1 1- 
| 65 | 1 j -1 -i 


0 0 1 0 
_ [0 0 1 O 
9-0 0 1 O 
0 0 1 O 
首先 计算 gU: 
0 0 1 0 1 1 1 1 1 —1 1 一 
0010)|)1]|1—j -1 jl 11 -1 1i -~i 
0 0 1 0f2| 1 -1 1 —-l | 211 — 1 -l 
0 0 1 0 1 J — -j 1 -1 1 -1 
对 上 面 的 结果 从 左 乘 U0， 得 到 UgU = A( 图 像 的 离散 传 里 叶 变 换 ): 
1 1 1 1 1 —1 1 一 ! 
ij 1 ~j -l j 1 -1 1 ~i 
1 —1 1] 一] 1 —-1 1 一 ! 
1 j -1 -j 1 -1 1 -1 
4 -4 4 -4 1 -1 1 ~l 
ljo 00 0|_J0 00 0 
E 0 00 0f 10 00 0 e 
0 00 0 0 00 0 ° 





2.30 ”矩阵 U 可 否 用 于 DFT 的 西 矩 阵 


必须 证 明和 矩阵 U 的 任意 行 与 其 他 任意 行 正 交 。 因 为 0 为 一 复 矩 阵 ， 检 验 正 交 性 时 ， 相 乘 的 
两 行 中 的 一 行 必须 用 其 复 共 罗 形 式 。x = x1, X= 时， 两 行 的 乘积 如 下 : 


N—1 N—1 
2"rr]o ,27720 , 27{(21 —z2)@ 
5 e J] —N el N =- > e J N 
a=0 aœa=0 (2-47) 


~ 2af x] —x2 e 


可 以 看 出 ， 上 述 和 式 正好 是 首 项 为 1， 公 比 为 e” ” 的 N 项 等 比 级 数 之 和 和。 可 以 证 明 
此 和 为 零 。 





全 要 


如 末 U 是 西 算 阵 ， 则 U 每 行 的 模 为 1。 式 (2-47) 中 ， 如 果 令 =x1!， 所 有 行 模 的 平方 和 为 : 


ee pe -于 := 
a=0 (2-48) 


KEEA T EErEE BE PH 38 BJ 96 # Hi 





. ` 9122 27 准 导 用 于 计算 8 ， x 8 图 像 DFT 的 矩阵 


& 


应 用 式 (2-45),，N = 8 时 有 : 


2 2 : 
-jZ x6 e` iF x12 ej X18 ej x24 e —j2F x30 e- iF x36 ej x42 


1 1 1 1 1 1 1 1 
] e-j 等 xl ce- 了 每 x2 e-i e-i e-i E x5 eiF xe e-i x7 
] ej3ex2 e-j 管 x4 ex e j3EX8 es j3Ex<10 e-7 等 xl12 e-i 管 x14 
p Sie 6 等 x6 CAE GIPA ci 村 xls oP EAN 
WA 1 —j2E x4 e —j3E xB Las e —j2r x16 e 一 j 2 x20 ej x24 -j3 x28 
1 — j2= x5 e` i% x10 e -j2 x15 e~ iE x20 e —j 2 x25 e i E x30 e-i x35 
1 
1 


27 — 2 jan 42r zr — ; 2=. 
e 1 el $ x14 e iS x21 “7 等 x28 e-i 5x35 e-i% x42 e-iz x49 


N . > 2 -2 
oj 等 x5 e-i x2 e-j 等 Xx7 e-7 等 x4 eiT e -jF x6 e jaya 
-j x6 ei 4 e` iF 2: = x2 e-iz ro ej x6 e 


—j 2 x7 e -j — x 6 e -7 经 x5 ej x4 ec 一 7 等 x3 ei 等 x2 jax 


jE x4 


e` iÑ xE XT = el N 2z z x[modn(z)] 
k; ` A >. 
-IREBE AJ LA faj E pK : 
1 1 1 1 1 ] 1 1 
1 eil e-7 等 x2 e IEX eiF ei x5 ej9Ex6 ¿-j3£ xT 
1 2 了 等 x2 -等 x4 e —j2E x6 e-J 等 x0 e 一 j 和 加 x2 ei x4 e —j2E x6 | 
-27 2r — —;2r j% 
U 1 1 e -iF x3 e 一 了 到 m x 6 e j% eg x4 e j xT e ig x? eT x5 
í 二 ”一 一 -一 于 i >- n - Sn =“ £ 
B 1 e-i% x4 e 1 x 0 e 一 Z = x 4 ec- 一 ;等 x0 Cj 等 X44 ej E x0 apa 
1 
1 
1 





2.31 用 DFT 进行 图 像 展 开 时 的 基 图 像 是 怎样 的 


因 因 DFT 的 核 是 复 函 数 ， 它 的 基 图 像 自然 是 复 的 ， 有 实 部 和 庶 部 。 并 且 可 由 年 阵 0 的 任意 
两 行 的 外 积 得 到 。 基 图 像 的 实 部 如 图 2-7 所 示 ， 虚 部 如 图 2-8 所 示 ， 其 中 矩阵 UV 从 例 2.27 中 计算 
而 得 。 


ret- 


Lo emera i sas. u a AE A - ro sap ot C nos as 3 





图 2-7 傅 里 叶 变 换 基 图 像 的 实 部 


每 个 基 图 像 的 值 已 经 线性 量化 到 0 (黑色 ) 至 255 (白色 ) 的 范围 内 。 


数字 表示 相应 位 置 的 图 像 是 由 矩阵 UV 的 哪些 行 相 乘 得 到 。 


H 


图 2-8 传 里 叶 变 换 基 图 像 的 虚 部 





上 图 左边 和 底部 的 


BRRR —_ yY O| 





。 例 2.28 计算 下 面 图 像 的 离散 传 里 叶 变 换 的 实 部 和 虚 部 : 


é 
0000 
{0110 
?一 |0 1 1 O 
0 0 0 0 
应 用 例 2.25 中 矩阵 U 
A = UgU 
0000 1 1 1 1 0 0 0 O 
y= 1[|0 110 1 -j -1 j| 1[2 -1-7 0 i-1 
96 = so i 1 0|| i -1 1 —-A1 212 -1-; 0 j-1 
0 0 0 O 1 j -1 -j 0 0 0 0 
1 1 1 1 0 0 0 0 
A [1 -j -1 j 2 —1—j 0 j-1 
~ 4| 1i -i 1 ~l 2 —1-—j 0 j-1 
1 j -1 -j 0 0 0 0 
4 -2—2; 0 2j-2 
1[-2-2 27 0 2 
4 0 0 0 0 
2j 一 2 2 0 -2j 
1 -i o i 
—1+ á Q 1 
= 2 2 2 
0 0 0 0 
0 À | 
与 z2 0 一 
1 — 0 -i 0 —ü— 0 i 
0 + io Š 
一 2 2 — 
ReA)=| 0 00 0| 和 mA 0 00 0 
1 1 
— 30 0 2 00 -2 


例 2.29 写 出 例 2.14 中 图 像 的 傅 里 时 变换 过 程 ， 
图 2-9 所 示 的 8 个 图 像 均 是 重 构 的 图 像 ， 分 别 使 用 了 U 甜 阵 的 1、2、……、8 行 进行 重 构 。 

重 构图 像 的 平方 误差 和 分 别 如 下 : 
图 2-9a 的 误差 : 366394 
图 2-9b 的 误差 : 285895 
图 2-9c 的 误差 : 234539 
图 2-9d 的 误差 : 189508 
图 2-9e 的 误差 : 141481 
图 2-9f 的 误差 : 119612 
图 2-9g 的 误差 : 71908 
图 2-9h 的 误差 : 0 





a) b) 
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e) 


nanan n n AAA An Ann AAA nanan AA 





g) h) 


图 2-9 重 构 后 的 图 像 


所 使 用 的 基 图 像 从 左上 到 右 下 ， 分 别 由 例 2.27 中 矩阵 UV 的 前 1、2、3、……、8 个 
T E» Š 


P U 


232 为 什么 离散 傅 里 时 变换 比 其 他 变换 使 用 更 普遍 


与 沃 尔 什 变换 相 比 ， 离 散 傅 里 叶 变换 最 主要 的 优点 在 于 它 的 定义 形式 满足 卷 积 定理 。 虽 
然 活 尔 什 函 数 也 能 导出 类 似 的 定理 ,但 沃 尔 什 变换 与 卷 积 之 间 的 关系 不 如 健 里 叶 变 换 来 得 侧 
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单 ， 另 外 在 计算 机 上 实现 的 开销 也 不 小 。 卷 积 定理 使 传 里 时 变换 成 为 迄今 为 赴 在 图 像 处 理 方 
面 最 具 吸 引力 的 变换 。 

此 外 ， 侍 里 叶 变 换 的 基 沙 数 有 很 好 的 表达 细节 能 力 ， 能 比 其 他 变换 以 更 小 的 误差 接近 原 
图 ， 而 其 他 变换 由 于 保留 了 固定 个 数 的 项 使 误差 变 大 。 比 较 例 2.29 与 例 2.23、 例 2.42 的 重 构 误 
差 ， 可 以 得 出 上 述 结论 。 我 们 还 必须 比较 重 构 后 的 图 2-9a、 图 2-9b 和 图 2-9d 的 误差 ， 它 们 分 别 
保留 了 前 2、2 以 及 2 个 基 力 数 。 

另 一 方面 ， 注 意 当 我 们 保留 m 个 基 图 像 时 ， 傅 里 叶 变换 中 实际 需要 2m 个 系数 来 重 构 ， 而 哈 
尔 变 换 和 沃 尔 什 变换 仅仅 需要 n 个 系数 。 这 是 由 于 传 里 叶 系 数 是 复数 ， 实 部 和 虚 部 都 需要 存储 
或 传送 。 


2.33 什么 是 卷 积 定理 


EREB. 两 个 函数 卷 积 的 傅 里 叶 变 换 ， 等 于 它们 各 自 傅 里 叶 变 换 的 磁 积 。 如 果 函 数 是 
在 有 限 维 空间 中 定义 的 图 像 ， 只 有 假设 每 个 图 像 在 各 个 方向 上 都 周期 性 地 重复 ， 卷 积 定理 才 
B2.4 如果 一 个 函数 是 另外 两 个 函数 的 卷 积 ， 那 么 它 的 DFT 与 那 两 个 函数 的 DFT 有 什么 关 
A? 
假设 对 两 个 2 维 离 散 函 数 g(n, m iliw(n, m) 求 卷 积 ， 得 到 另 一 个 函数 v(n, m): 
N—1 M-—1 
u(n,m) = y y gin — n!,m — m!')u (n! ,m/) 
m=0 m =0 (2-49) 
记 这 三 个 函数 的 离散 伟 里 叶 变 换 分 别 为 ,8 w。 为 了 找 出 三 者 的 关系 ， 计 算 v(n, m) 
的 DFT。 为 此 ， 在 式 (2-49) 两 边 乘 以 下 面 的 核 


grm [2 (S 
并 对 所 有 的 m 和 n 求 和 ， 式 (2-49) 则 变 成 


N—1 M-1 


v(n, mje rila +i] 


N-1M-1N-1M-1 


> > ` Y g(n— n’, 71 一 —m')a (n, m ')e 23 +] 
= n! =0m!=0 n=0 m=0 (2.51 


可 以 认为 ， 该 表达 式 左边 是 v 的 离散 侍 里 叶 变 换 ; 也 就 是 


N—-1 M—-—1N-1M-1 


ô(p, q) = ar >` > `S s gin — n!,m — m!)u (n! ,m')e -2rj R e— 27 好 


n'=0m/' =0 n=0 m=0 


下 面 把 它 分 为 两 个 连 加 和 式 的 乘积 。 为 此 ，8，w 的 下 标 必 须 相 互 独立 。 引进 新 的 记 





Bo S i i ——  ———— 


即 n = n' +n", m =m +m"。 并 找 出 m" 和 nn" 的 变化 范围 。 把 (n, mz la] rh RAR PC bk 
射 到 对 应 的 (n", m") 空 间 上 : 





En, 四 空间 中 ， 求 和 的 区 域 被 四 条 直线 包围 ， 下 列 左边 的 等 式 给 出 了 直线 方程 。 把 
每 一 条 都 变换 成 (a", m") 空 间 的 另 一 直线 ， 并 在 右边 给 出 相应 的 直线 方程 。 经 过 变换 的 直 
线 定 义 了 新 的 求 和 范围 。 





m=0 一 = —m 
m=M-1 => m'=M-m-1 
n=0 > n=-—n 
n=N-1 > n=N-n~-l 
V(p,9) 最 后 的 表达 式 变 为 
òp) = — s: SO u(n, mje RE 
q) = VNM — 2) n! ,m')e 
M-i—m’ N—1—n' 
> > g(n", mje 2ni i + ir] 
m'=m' n'=n (2-52) 


注意 式 (2-52) 的 最 后 一 行 ， 把 对 闫 ", n" 两 个 变量 求 和 的 部 分 记 为 因 式 T。 把 正 负 标号 
分 离 ， 改写 为 : 


—1 M—1-m'!' —1 N—-1i—n' n , 
T = | >` + > | >` + 5 [aar nees 
” ” n! =—mn! n! =0 


(2-53) 


显然 ， 两 个 数组 gz 和 w 都 没有 对 于 负 标 号 的 定义 。 将 gp 和 w 的 定义 延 拓 到 [0, N-1], [0， 
M-1] 范 围 以 外 ， 使 之 符合 我 们 的 要 求 。 检 验 因 式 .: 


-1 
5 gln", m" je?" i 
m!!=—rrn! 
定义 新 的 变量 m” = M+m”。 上 述 表 达 式 改写 为 
M-1 trt 
S gln", — M + m’'")e™ 2"ia m e7? 


m!!! =M —m! 


EEA i z4 mi pO op jt 了 + - i 
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至 此 ， 如 果 选 择 定义 : ga”, m” -M)= g(n",m”") ， 则 上 面 和 式 可 以 改写 为 : 


Af 一 1 
,mt . 
gin", m” je 人， 由 于 e =1 


mm! = M —m! 


m” 仅仅 是 一 个 哑 标 号 ， 不 具 实际 意义 ， 可 改写 为 其 他 任意 形式 。 现 在 把 它 改 写 
为 m” 。 上 述 表达 式 变 为 : 


M—1 w" 
> ogm, mje ri 
m" =M —m'" 
把 上 面 的 结果 和 下 面 的 项 相 加 : 
M—m'—1 N 
>` g(n!",m!')e "i 
m''=0 


M—1 n 
>` gln! , m" je?" 条 
m =0 
tin" RANEE. Bitre TAR AMAN AA. ERER, E 
拓 8 原 来 的 定义 域 ， 式 (2-53) 中 定义 的 因 式 7 就 是 : 
M—1 N-—1 n w 
T 一 5 y` gln! mje ril i+ ir] 
m” =0 n” =0 | (2-54) 
上 式 不 包含 指标 m', n, ARTEER LAMA, 4b3ykAesk(2-52)rhxin', m RAR 
部 分 。7 实 际 上 等 于 VMN8(p,q) 。 同 样 地 ， 式 (2-52) 中 对 mm" 求 和 的 部 分 实际 上 等 于 的 
离散 传 里 叶 变 换 。 因 此 式 (2-52) 变 为 : 


0(p,g) = VM Nô(p, 9) (p,q) | 


(2-55) 
在 以 下 假设 下 上 成立: 

g(n,m) = gn — N,m— M) 

wnm) = wu(n-— N,m- M) 

g(n,m) = gə(n,m — M) 

wn,m) = w(n,m— M) 

g(n,m) = g(n-N,m) 

wn,m) = wn— N,m) 


假定 图 像 阵 列 g 和 m 在 空间 (n, 四 的 两 个 方向 上 都 具有 周期 性 ， 周 期 分 别 为 M 和 N。 对 


应 于 时 域 上 的 着 积 定理 (time convolution theorem). 


DOET SIG L 1 EE er -e 


0 


频 域 上 的 卷 积 定理 (frequency convolution theorem) 正好 也 有 相同 的 形式 。 由 于 离 
散 傅 里 叶 变 换 和 它 的 逆 之 间 有 对 称 关 系 ， 表 明了 这 些 函 数 的 离散 全 里 叶 变 换 在 整个 (4， 
Pp) 空间 上 也 具有 周期 性 ， 并 分 别 以 WNW，M 为 周期 。 | 


注意 : 式 (2-55) 中 存在 系数 因子 /MN 的 原因 在 于 ， 如 此 定义 的 离散 传 里 叶 变 摘 
形式 使 得 其 正 、 北 变换 是 完全 对 称 的 。 








° 。 合 2. 2.30(B) g(n, 内 和 wm wi. x MURIR. 它们 的 DFT 分 别 为 8(p,9) 和 w(P,9) 。 以 如 
”下 方式 产生 图 像 x(n, m) 
zn,m) = gn,m) x u (m, m) (2-56) 
利用 8(p,9) 和 Aa) 来 表示 x(n, m)BJDFT x(p,q) , 
对 式 (2-56) 两 边 进行 DFT: 


)e 23 + 2 


(k) = 





t(k,1) = l 1 > ĝ(p, gje 23 +A] 





VMN MN m=0 n=0 g=0 p=0 
M-—1 N—I1 
tO (8, rje- ril + le zril +R] = 
r=0 3 一 0 


M-—-1N—1M-1N—1M-—1ıN-—i 
(ke) L mito] e rili + K 


RHN > 2. > 2. Y Y ôP, gols r)e jeri [° 


m=0 n=0 q=0 p=0 r=0 s=0 





引入 新 的 变量 ws 和 y， 代 赫 s 和 六 


=r+d 一 2& 的 取 值 范围 [q, M— 1+9] 
vsp+5s 一 v 的 取 值 范围 [p, N— 1+p] 





因此 

i 1 M—1 N-1 M-1N-1 M- MSI 

MN MN m=0 n=0 q=0 p=0 “*=q v=p 
Pe -p u — ge 24 8 + 3] —223[52 +R] 

1 M—1 N-i M-1+qg pi 
> 2(k,1) = — Y > > ó(p,q) 

N MN q=0 p=0 *=⁄q 
M—1 N—i 
2 mau k) n{v—tł 

Û(v — p, u — a) 5 Vy eil + | 


m=0 n=0 


BR FH 6] 
— vO — _ 6 


则 (参见 式 (2-43)): 
X esp: 1 M t = 0 
0 t#0 


AE 


M—1 N—-1M-1+q N—1+p 


ZW MN > È >` > ó(p,q) 


0 uzg 


£(k,l) 


II 


wv — p,u — Q Má(u Nev) 
M—1N-1 


一 VMN >` >` 9(p, QW(E — —p,l 7 q) 


jk 


q=0 p=0 


£ 和 多 的 卷 积 


例 2.31 RE: 如 果 g(k, DEM x N 的 图 像 ， 定义 为 整个 (k， DD) 空间 上 分 别 以 NW，M 为 周期 的 周期 
负数 。 则 它 的 DFT 8(m,n) 在 (m,n) 空间 上 也 是 周期 性 的 ， 并 且 具 有 相同 周期 。 


要 证 明 &(m+ N,n+N)= 8(m,n)。 从 (m,n) 的 定义 人手: 











ó(m,n) = (k, erli 
. k=0 1 一 0 
JI] 
L E YU G pesqo, eg] 
gm + M,n+ N) = g(k, De~" 
MN k=0 i=0 
1 M—1 N—1 . 
= | g(k, le 2mjke-2mjl 一 Afm, n) 
MN k=0 > 
例 2.32(B) KIE: 如 果 v(n,m) 定 义 如 下 : 
` N—1 M-—1 
v(n,m) = >` Y gln—n, m — m')u (m, m) 
n'=0 m'=0 (2- 57) 


其 中 ，g(n, m) 和 w(n, mm) 是 两 个 具有 周期 的 图 像 函 数 ， 两 个 变量 均 分别 以 N，M 为 周期 。 则 
v(n, 70) 可 以 写 为 : 
N-1 M-1 
v(n,m) = > >` wn — n',m — m')g(n!',m/!) 

n'=0 m'=0 (2-58) 
HEBH: 定义 新 的 变量 : | 

n—-n 三 大 全 人 一刀 一 用 

m—m == m =m-lI 








62 * 2 全 
则 式 (2-57) 变 为 
n— N+] m— M+1 
onm)= Y ` >》 ə(k,u(n- k,m 1) 
k=n { 一 1 (5-59) 
考虑 下 面 的 和 式 : 
n— N +1 n 
` g(k, D yw(n — k.m — l) = S g(k, Djw(n— k,m-— l) 
k=n k=—-N+n+i1 
一 ] _ N+n | 
= >` g(k,lu (m — k,m — l) — >` g(k, Dw(n—k,m—!) 
k=-N k=— N 
KAKI k=k+N ZEER k—k+N 
+ > g(k.l)u (n — k,m — l) 
k=0 
N-—1 _ _ n ~ ~ 
= gk N,Du(n—k+ N,m- 1) — Y gk N,Du(n —k+ N,m- 1) 
k=0 k=0 


+ 5 g(k, Dwn — k,m — D 
k=0 


由 于 9 以 N 周 期 = 9(k — N,il) = g(k,l) 
由 于 u 以 N 周 期 > w(s + N,t) = w(s,t) 


因此 ， 了 最 后 两 个 和 式 恒 等 ， 可 以 相互 抵消 。 式 (2-59) 是 对 从 0 到 N- 1 求 和 。 同 样 地 ， 可 以 
证 明 式 (2-59) 也 是 对 1 从 0 到 M - 1 求 和 。 因 此 式 (2-58) 成 立 。 





2.34 如 何 显 示 图 像 的 离散 傅 里 叶 变换 


假设 8p.9) 是 一 幅 图 像 的 离散 傅 里 时 变换 。 (p) 中 的 量 是 图 像 展开 成 离散 传 里 叶 函 数 
时 的 系数 ， 每 个 对 应 二 维 空间 (k, D 上 的 一 对 不 同 的 频率 。 当 p，4 增 大 时 ， 高 频 信息 对 图 像 的 
贡献 变 得 越 来 越 次 要 。 因 此 相应 的 EPD 系数 值 变 小 。 因 为 系数 值 的 变化 范围 较 大 使 显示 这 
些 系数 变 得 困难 。 因 此 为 了 显示 的 这 个 频谱 值 ， 引 进 对 数 函 数 


d(p,q) = log(1 + |$(p, q)|). 


函数 d 把 8(p.9) 按 比 例 缩放 到 可 显示 的 灰 度 值 范 围 内 ，d(p, q) 可 以 作为 g(p.q) 的 替代 显 
示 。 注 意 当 8(P,9) = 0 时 ，d(p, q) = 0。 函 数 d(p, gq) 有 以 下 性 质 : 降低 较 大 和 较 小 函数 值 之 间 
的 比值 ， 使 得 较 大 和 较 小 函数 值 都 能 在 同一 比例 下 显示 。 例 如 ， 如 果 ma =10, gmin =0.1， 那 
么 在 同一 坐标 系 中 把 g 的 取 值 范围 精确 完整 地 显示 显然 比较 困难 ， 因 为 它们 的 比值 为 100。 考 
虚 log(11) = 1.041 和 log(1.1) = 0.041， 它 们 的 比值 仅 为 23。 因 此 可 以 把 两 个 数 在 同一 坐标 下 
简单 地 显示 出 来 。 


BRER 9 


2.35 图 像 旋 转 时 的 离散 傅 里 叶 变 换 是 怎样 的 


改写 离散 传 里 叶 变 换 的 定义 ， 也 就 是 式 (2-37) 在 正方 形 图 像 的 情况 下 的 特殊 形式 ( 令 
M = N): 


km tin 





imn) = Z Y. E gh p? 
k=0 {=0 (2-60) 
对 于 平面 (k, D 和 (m, n)，3 引 | 进 极 坐 标 如 下 : k =rcosð,] =rsinð,m = Wcecosp,n=wsing 。 注 
意 ， km+ln=rw(cosð coso +sinâsing)=ræcos(8 -9) 。 式 (2-60) 变 为 : 


k=0 I=0 (2-61) 
求 和 时 的 变量 k, 1 虽然 没 有 显 式 地 出 现在 被 加 数 中 ， 却 是 隐 含 存在 的 ， 并 且 求 和 过 程 应 该 
遍历 所 有 相关 的 点 。 从 k, ! 的 值 能 得 到 对 应 r, 6 的 值 。 
假设 对 g(r, 旋转 一 个 角度 如， 变 成 e(r, 8 +90)。 下 面 求 旋转 后 的 函数 的 离散 伟 里 叶 变 换 。 
式 (2-61) 也 是 一 个 “ 带 插 横 的 变换 机 ”。 把 函数 “ 插 进 ”适当 的 变换 位 置 ， 马 上 能 输出 它 的 


DFT. Alik, 应 用 式 (2-61) 计 算 s(r, 0 +8o) 的 DFT， 只 需 简 单 地 把 g(r, 0) 换 成 g(r, 0 +8). Estr, 


0+00) 的 DFT 记 为 tao, 和 。 得 到 : 


9(w, $) = 032 y ` g(r,0 + 8o) kasa 


所 有 
(2-62) 


要 找 出 iog) 580p 之 间 的 关系 ， 必 须 设法 使 8(7, 9) 出 现在 式 (2-62) 的 右边 。 为 此 ,在 
式 (2-62) 中 引进 新 的 变量 ，6 = 0 +O: 


ôg) = 0305 g(r, Oe i 


pA 
(2-63) 


我 们 认为 ， 式 (2- 63) 的 右边 是 旋转 前 的 图 像 8(7， 的 DFT 在 $ +6o 处 的 值 ， 而 不 是 原来 $9 处 
的 值 ， 也 就 是 说 把 等 式 右边 看 做 S(o,0 +0,) 。 所 以 有 : 


lw, p) = Âw, ó + 00) | (2-64) 


旋转 了 6 的 图 像 的 DFT= 未 旋转 图 像 的 DFT 旋转 如。 





2233 ”将 例 2.26 中 的 图 像 顺 时 针 旋转 90"， 重 新 计算 它 的 离散 伟 里 叶 变换 。 从 而 检验 2D 图 像 
的 离 数 传 里 叶 变 换 与 原 图 旋转 Bo 后 的 离散 傅 里 叶 变换 之 间 的 关系 。 





t 
[6 和 DE 
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旋转 90” 后 的 图 像 : 


0 0 0 O 
0 0 0 O 
1 1 1 1 
0 0 O O 
为 了 计算 它 的 DFT， 首 先 右 乘 例 2.25 中 的 矩阵 UV， 然后 左 乘 相 同 的 矩阵 
0 0 0 O j 1 1 1 0 0 0 O 
0000]1|1 -j -1 j| 10 0 0 0 
1 1 1 112] 1 -1 1 -1| 214 0 0 0 
0000 1 j -1 ~j 0000 
1 1 1 1 0000 
l| 1 -j -i j ]1[0 0 0 0 
21] 1 —1 1 -1 1214 O O O 
1 j -1 -j 0000 
4000 1 0 O O 
_1| —-4000J] | —-1 000.0 
4 4 0 0 0 [ ` 1 0 0 O 
—4 0 O O -1000 


对 比 上 述 结果 与 例 2.26 的 结果 ， 可 以 发 现 图 像 先 经 过 90" 旋 转 再 做 离散 傅 里 叶 变换 ， 等 于 
将 旋转 前 图 像 先 做 离散 傅 里 叶 变换 ， 再 进行 90 旋转 。 ° 





2.36 图 像 平 移 时 的 离散 傅 里 时 变换 是 怎样 的 
假设 将 图 像 平移 到 点 (ko， lo), Z kelk- ko, l~ lo). 计算 平移 后 图 像 的 DFT ， 应 用 式 (2-60)。 
记 g( 一 后 ,一 各 的 DFT 为 (m,n) ， 得 到 : 


L 


N—1 N— 


9(k 一 ko. Í 一 lo)e 273 eN s 
k=0 {=0 ( 2-65 ) 


1 
9(m, n) =W 

为 了 找 出 2(m.n) 和 gonn 的 关系 ， 必 须 设法 使 s(k, 0 出 现在 上 式 的 右边 。 为 此 ， 定 义 新 
的 变量 及 = k-ko, l'= l-lo, 有 : 


1 NtonN<lo 


N > 2 (k enari EnEn pamja 
k'=—ko 了 一 一 10 (2-66 ) 


由 于 假设 图 像 在 各 个 方向 上 都 周期 性 重复 ， 所 以 求 和 时 这 些 方 向 并 不 重要 ， 只 要 求 和 窗 
口 的 大 小 适当 便 可 以 。 换 句 话说， 无 论 求 和 指标 k', ! 取 什么 初 值 ， 只 要 求 取 遍 N 个 连续 的 值 。 
因此 假设 式 (2-66) 中 k', 1' 取 值 从 0 到 N 1. EE, AA e UTT k, !' 无 关 。 因 此 可 以 提 到 等 
式 外 面 。 可 以 发 现 式 (2-66) 右 边 出 现 了 g(k, D) 的 DFT。( 注 意 k', 1 仅仅 是 哑 指 标 ， 不 具有 实际 意 
L, 无 论 把 它 记 为 ,1 或 者 k,! 都 是 没有 区 别 的 ) 因此 有 : 


9(m, n) 一 





OBRERO O OO ëY 








人 a —27j Ot on 
ĝm, n) = ĝm, nje (2-67) 
平移 图 像 的 DFT= 原 图 的 DFT x e? R” 
类 似 地 ， 可 以 证 明 : | 
图 像 经 平移 的 DFT= ( 原 图 x ¿u K) 的 DFT 
或 者 
8 (m—mo, n— no) = ( 原 图 x Cam ) 的 DEFT 
2.37 范 数 平均 值 和 和 它 的 DFT 之 间 的 关系 是 怎样 的 
国 数 平均 值 定 义 如 下 : 
| 1 NAN- 
g = N2 g(k,!l) 
k=0 ł=0 (2-68) 
式 (2-60) 中 如 果 令 m = n=0, A 
1 N—lN-1 
9(0,0) = Ç 2 2 9(k,l) | 
k=0 {=0 (2-69) 
所 以 ， 图 像 的 平均 值 与 图 像 DFT 的 直流 分 量 (direct component, dc) 有 以 下 关系 : 
g= 1L4(0,0 
g = x 9(0,0) (2-70) 





° 例 2.34 验证 图 


° 0 
{0 

I= į o 

0 


与 图 像 的 离散 傅 里 叶 变 换 的 关系 。 
应 用 离散 传 里 叶 变 换 的 公式 ( 式 2-37), 令 N=M=4, n=m=0: 


O = =. 0 


O — — oo 
— 


ODO = =e © 


3 3 
1 1 | 
+0+0+0+0)=1 


4 的 平均 值 : 
1 — 1 
7 = 一 》》， 一 二 0+1+1+0+0+1+1+0 
5 = 二 g(k, l) g0 +0+0+0+ + 
k=0 {=0 
0+0 0+0)= 和 = 
+O +0 + = 到 = 了 


ee 


从 而 Ng=4x_=1 ， 式 (2-70) 成 立 。 





2.38 图 像 伸 缩 时 的 离散 储 里 叶 变 换 是 怎样 的 


利用 离散 函数 的 特点 ， 在 其 定义 域 范围 内 的 一 个 区 间 上 ， 隐 式 地 进行 以 下 操作 : 把 区 间 
分 为 更 小 的 区 域 ， 每 个 大 小 为 Ax x Ay， 取 函数 在 备 个 小 区 域 中 心 的 函数 值 作为 函数 在 整个 小 
区 域 上 的 值 。 把 所 有 函数 值 相 加 ， 再 除 以 小 区 域 的 个 数 。 这 样 ， 函 数 平均 值 定义 为 : 


N-1N-1 


1 
J= x 2. 2. IT WATAY 
z=0 y=0 (2-71) 


因为 x, y 均 以 1 为 步 长 ， 为 简单 起 见 ， 设 Ax = 1, Ay = 1。 注意 ， 从 离散 传 里 叶 变换 的 定义 
可 以 看 出 它 是 一 个 加 权 平 均值 ， 其 中 g(k, 0 在 每 个 小 区 域 上 都 乘 以 不 同 的 权重 。 这 样 分 析 DEFT 
的 话 ， 正 确 的 离散 传 里 时 变换 的 定义 应 该 包含 Ak x NA 因子。 且 8 在 每 个 小 区 域 上 是 常量 。 之 所 
以 忽略 了 Ak x 人 因子 ， 是 因为 人 = NA = 1。DFT 的 准确 描述 如 下 : 
| 1 NIN- w 
ĝ(m, n) = N ` ` g(k, Deri AkAl 
| 3 (2-72) 
假设 在 (k, 1) 平 面 上 ， 改 变 8(k, D) 的 尺度 ， 变 成 g(ak, B1)。 把 伸缩 后 g 的 DFT 记 为 &m,n) 。 
将 g(ak, BD) 代 赫 式 (2-72) 的 g(k, D. H|: 
D 1 N—1N-1 m 
9(m,n) = Ç g(ak, Bilje?" RFE AkAl 
k=0 1I=0 | (2-73) 
为 了 找 出 2(m,n) 和 mnn 之 间 的 关系 ， 必 须 设法 使 8(k, 0 出 现在 式 (2-73) 的 右边 。 为 此 ， 
定义 新 的 变量 k' = ak, l'= Bl, Wij: 
a(N-1) B(N-1) 


2 _ 1 oni e tU Ak' 
ĝm, n) = > J g(k',l)e S ~ 


N 


Ar 
k'=0 ¿!=0 p ( 2-74) 
除非 求 和 变量 k', 1' 不 是 以 步 长 1 增长 ， 否 则 上 式 的 求 和 过 程 能 遍历 函数 g(k', 1 全 部 有 定义 
的 点 。 再 次 把 式 (2-74) 右 边 看 做 g(k, 站)， 只 不 过 现在 是 在 点 GB 上 计算 ,而 不 是 原来 的 (m， 
n)。 可 以 写成 : 


9(m, n) = AB g’ (2-75) 


| 
伸缩 函数 的 DFT = | 伸缩 因子 的 乘积 | “ 未 伸缩 的 函数 的 DFT 在 相同 的 





点 上 反方 同 伸缩 。 
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B25 什么 是 快速 传 里 叶 变 换 ? 


到 现在 为 止 ， 我 们 所 处 理 的 变换 都 是 可 分 离 的 。 这 意味 着 计算 两 个 一 维 变换 与 计算 
一 个 二 维 变换 不 同 。 而 计算 二 维 离散 傅 里 时 变换 时 却 可 以 化 为 两 个 一 维 离散 傅 里 叶 变换 
来 计算 ， 这 样 就 可 以 使 用 专门 的 算法 来 提高 速度 和 效率 。 这 里 将 给 出 快速 传 里 叶 变换 算 
法 的 简单 描述 ， 称 为 逐次 加 倍 算法 (successive doubling algorithm )。 下 面 以 一 维 为 例 进 
行 讨论 。 离 散 傅 里 时 变换 定义 为 : 


N 1 N-—1 
fu = Ç 2_ ION 
t=0 


(2-76) 
2M-—1 
s È f (2)w2m 
(2-77) 
分 离 f 的 变量 在 奇数 点 的 值 和 侦 数 点 的 值 。 则 : 
fw = 3 sda M Eep z > f2 + g) 
一 (2-78) 
显然 wiy = Wa Wim ”= wwwzm o MI: | 
fu) = 5 位， f(2z)u M + rF 二 工 f(27+ bug | 
z=0 (2-79) 
可 以 写成 : | 
N _ lif; 人 u 
flu) = 3 {foen(w) + fosaluhutu } 80) 


其 中 Z. Gu) 定义 为 函数 /的 偶 取 样 点 的 DFT， fat) 定义 为 函数 /的 奇 取样 点 的 DFT。 
但 是 式 (2-80) 中 G 仅 在 u< 术 时 有 定义 。 必 须 定义 fu) 在 4= 0, 1 …，N 上 的 值 ， 也 就 
是 x 取 值 从 0 直到 2M。 为 此 应 用 式 (2-79) 了 的 变量 变 为 4 +M: 


| M- M-1 
f(u + M)= 2 D s f(27) wt + 3 f (2 + Du; ws Sh | 
z=9 (2-81) 


M — 


+M _ M -at 
wM = WMWM = WM 
u+ M 


M _ 
WM 一 一 W2MW2M = —102M (2-82) 


aa 


86 


E A 





f(u + M) = 5 [een(u) 一 saa (uyu } 








其 中 


_ 1 M 一 1 1 N 1 M —1 
feven (1) = M >` f(22)tu AM foaa (u) = M >` f (27 十 1)wm 
z=0 z=9 (2-84) 


注意 式 (2-80)、 式 (2-83) 以 及 定义 式 (2-84) 合 起 来 就 是 Fo 的 完整 定义 。 因 此 一 个 N 点 
的 变换 可 以 利用 式 (2-84) 通 过 计算 两 次 人 个 点 的 变换 得 到 。 然后 式 (2-80)、 式 (2-83) 


可 以 用 于 计算 整个 变换 。 可 以 证 明 ， 该 算法 复杂 性 从 原来 的 入 降 到 Nn; 也 就 是 N log; N. 
这 也 就 是 为 什么 图 像 的 维 数 是 2 的 里 的 原因 。 


2.39 什么 是 离散 余弦 变换 


如 果 和 矩阵 h。, h, 的 行 是 某 类 切 比 雪夫 多 项 式 (Chebyshev polynomial) 的 离散 形式 ， 我 们 
有 偶 对 称 余弦 变换 (even symmetrical cosine transform ) 。 之 所 以 如 此 命名 ， -是 因为 它 等 同 于 
假定 2N x 2N 的 图 像 是 由 一 个 N x N 图 像 沿 两 思 缘 对 称 延 拓 而 成 的 。 再 对 该 对 称 图 像 施 行 健 里 叶 
恋 换 时 ， 就 是 真正 的 余弦 变换 。 如 此 定义 的 离散 余 纹 变换 ( discrete cosine transform, DCT) 在 
JPEG 编 码 时 得 到 广泛 应 用 ， 具 体 做 法 是 先 把 每 幅 图 像 分 解 为 8 x 8 的 小 块 ， 再 进行 分 块 的 DCT 
变换 ， 最 后 将 变换 后 的 DCT 系数 进行 编码 后 传输 。 
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本 音 介 绍 了 图 像 处 理 中 应 用 的 线性 变换 、 西 变换 和 可 分 离 变 换 。 这 些 变换 把 图 像 分 解 为 
.系列 基 图 像 的 线性 组 合 。 通 常情 况 下 ， 这 些 此 图 像 在 结构 (细节 ) 上 以 升序 排列 。 使 得 我 
们 可 以 按照 不 同 需要 ， 从 第 一 个 基 图 像 开 始 ， 可 以 用 任意 多 的 基 图 像 以 任意 精度 来 表示 一 幅 
图 像 。 如 果 使 用 图 像 本 身 定义 的 基 图 像 ， 能 使 重 构 达到 最 理想 的 效果 。 但 是 由 于 如 此 构造 的 
大 图 像 与 原 图 本 身 相 关 ， 这 种 做 法 并 不 高 效 。 作 为 另 一 种 选择 ， 标 准 正 交 函 数 集 能 建立 一 些 
预定 义 的 基 图 像 。 它 们 能 捕 提 所 有 图 像 的 基本 特征 。 一 旦 确定 正 交 函数 集 后 ， 在 图 像 通 信和 时 ， 
只 需 传 送 该 图 像 在 基 图 像 上 的 权重 即 可 恢复 原 图 像 。 不 同类 型 的 基 图 像 中 的 第 一 个 一 般 具 有 
一 致 性 。 其 余 的 则 依赖 于 构造 它们 的 标准 正 交 函数 集 。 这 些 基 图 像 可 以 用 于 表示 大 量 图 像 ， 
而 依赖 于 图 像 本 身 的 特征 图 像 只 适合 于 表达 原 图 。 此 外 ， 在 比特 流 上 的 优势 来 源 于 基 图 像 是 
预先 匹配 的 ， 不 需 单独 为 每 幅 图 像 分 别 存储 和 传输 。 

得 益 于 离散 的 标准 正 交 函数 集 的 特点 ， 上 述 的 基 结 构 在 硬件 中 的 实现 十 分 方便 。 迄 今 为 
E, 具有 以 复 指数 函数 为 基 的 正 交集 特点 的 结构 最 受 欢迎 。 用 这 样 的 函数 表达 图 像 称 为 离散 
什 里 叶 变 换 。 之 所 以 受 欢 迎 是 由 于 其 简便 性 ， 通 过 权重 的 处 理 就 能 控制 用 于 恢复 原 图 的 基 图 


Bi 像 、 例如， 需要 省 略 某 些 细节 时 ， 可 以 巧妙 地 对 图 像 进行 卷 积 操作 ， 达 到 平滑 的 作用 。 
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第 3 章 图 像 的 统计 摘 偿 


3.1 本 章 概述 
本 章 从 信号 处 理 的 观点 出 发 ， 提 供 图 像 统计 描述 的 必要 的 背景 知识 
3.2 为 什么 需要 对 图 像 进行 统计 描述 


在 各 种 应 用 中 ， 经 常 需要 大 量 处 理 某 类 图 像 ; 例如 ，X 光 图 片 、 交 通 场景 图 片 等 。 在 处 理 
的 同一 类 图 片 中 ， 每 一 幅 图 片 跟 其 他 的 图 片 可 能 都 是 不 同 的 ,但 在 同一 时 间 里 同类 图 片 可 能 
拥有 某 些 相同 的 特征 。 因 此 ， 我 们 需要 对 图 像 进行 统计 描述 ， 来 捕捉 这 些 共 同 特征 并 且 应 用 
这 些 特征 来 表示 图 像 ， 使 之 占用 更 少 的 比特 并 且 重 构 时 平均 误差 最 小 。 

第 一 一 个 想法 十 如 果 同 一 相 图 像 或 相 们 的 图 黎 集 需 要 流 多 次 传输 着“ 构 ， 我 们 应 使 重 构图 
像 时 的 均 方 误差 尽量 小 ， 而 不 是 单独 最 小 化 每 一 幅 图 像 的 平方 误差 。 第 二 个 想法 是 我 们 用 来 
表示 图 像 的 数据 必须 是 元 关联 的 。 这 两 个 起 计时 致力 人 的 统计 红 述 的 产生 
3.3 是 否 存在 一 个 用 不 相关 数据 来 表示 的 图 像 变换 可 以 按 最 小 均 方 误差 来 近似 

图 像 


答案 是 肯定 的 ! 这 个 变换 我 们 称 为 天 变换 (Karhunen-Loeve transform) £ 43 # 3 
(Hotelling transform)。 这 种 方法 源 于 将 图 像 看 做 随机 场 的 实例 。 


3.4 什么 是 随机 场 

随机 场 是 一 个 定义 在 空间 上 的 函数 ， 这 个 函数 在 每 个 空间 点 都 分 配 了 一 个 随机 变量 
3.5 什么 是 随机 变量 

随机 变量 (random variable) 是 分 配给 一 个 随机 实验 结果 的 值 。 
3.6 如 何 描述 随机 变量 


随机 变量 是 以 它们 的 分 布 函 数 (distribution function) 的 形式 描述 的 ， 而 分 布 函数 是 以 事件 
发 生 的 概率 来 定义 的 。 一 个 事件 是 随机 实验 结果 的 一 个 集合 。 


3.7 什么 是 事件 的 概率 


一 个 事件 发 生 的 概率 (probability) 是 一 个 非 负 的 数字 ， 它 有 下 面 的 性 质 : 
。 包括 随机 实验 所 有 可 能 输出 结果 的 事件 发 生 概率 为 1。 
。 两 个 没有 交集 的 事件 发 生 的 概率 等 于 这 两 个 事件 分 别 发 生 的 概率 之 和 。 


i 


3.8 什么 是 随机 变量 的 分 布 函数 
一 个 随机 变量 f 的 分 布 函 数 是 一 个 函数 。 这 个 函数 给 出 随机 变量 1 小 于 函数 变量 值 的 可 能 


性 有 多 大 : 
Pie) = P, i £L ° — } 
BELZ i Si ta e 概率 随机 变量 数值 (3-1) 


明显 地 ，P(-%)=0, P(+%)=1。 





。 例 3.1 #Z<Z, HEBHP,(Z)< 


假设 4 是 f< ZI 的 事件 (也 就 是 输出 结果 的 集合 )，B 是 f< 乙 的 事件 。 由 于 Z1<Z，ACB 
= B=(B-A)UA; 也 就 是 事件 (B-4) 和 4 没有 交集 ( 见 下 一 页 的 图 ) 


P, (Z). 


f< zÚ < z; 





那么 通过 事件 概率 定义 中 的 性 质 (8) 得 


P(B) = P(B- 4)+P(A) = 
Py (z) = P(B — A) + Pr (z1) => 
— VsA 


非 负数 


Pr(z2) > Py(21) (3-2) 


例 3.2 证明 
| P(z1 < f < z2) = Py(z2) — Py(z23) 


根据 例 3.1 中 的 符号 ， 当 随机 实验 的 结果 属于 B-4 时 有 Zi<F< Z, (上 图 的 阴影 部 分 ) ; 也 。 
就 是 PCZ <f<Z; = P,(B-A). HB = (B-4)U4，Pr(B-4) = P,(B) - 已 (4) 可 证 明 结论 成 立 。 。 


| 


3.9 什么 是 随机 变量 取 特 定 值 的 概率 
如 果 随 机 变量 从 实数 集 里 面 取 值 ， 它 取 特 定 值 的 概率 是 0。( 在 例 3.2 的 结果 中 若 设 / = Z, 


x i lr oae e be oaa aat i e = eh — 


_ pi4ibt — —_ O 


=Z2 可 得 ) 但 是 ， 它 也 可 能 在 无 穷 小 范围 内 取 到 非 零 值 。 这 个 可 以 由 它 的 概率 密度 函数 
(probability density function) 来 表示 。 


3.10 什么 是 随机 变量 的 概率 密度 函数 
一 个 随机 变量 的 分 布 函 数 的 导数 称 为 随机 变量 的 概率 密度 鸿 数 


_ dP; (z) 
pf(2) = ——— 
f dz (3-3) 
随机 变量 /的 期 望 值 或 均值 (expected or mean value) Æ X4 F: 
mr=E{ 有 = 人 úa 
T (3-4) 
方差 (variance) 定 义 如 下 : 
2 too 2 
o3 =EL -u hE] (e-u p(s)d 
T2 (3-5) 
标准 差 (standard deviation) 是 方 益 的 正平 方 根 ， 也 了 瑟 是 弛 。 
3.11 如 何 描述 多 个 随机 变量 
如 果 有 nn 个 随机 变量 ， 我 们 可 以 定义 它们 的 联合 ¿4 š % (joint distribution function): 
| Pr p... f (2.22... z) = P{fi < 21, f2 22,..., fa < Zn} (3-6) 
同样 可 以 定义 它们 的 联合 概率 密度 函数 (joint probability density function): 
— 8” Ph fa... fa (Z1; 223- -> Zn) .. 
DA fo2... fn (Z1 22,.... Zn) = Əz10z22... O02n (3-7) 
3.12 _n 个 随机 变量 之 间 的 可 能 关系 是 怎样 的 
如 果 n 个 随机 变量 的 分 布 函 数 可 以 写成 : 
Py, fo... fa (zi; Z2,-.., Zn) = Pr (z1) Py, (z2) ... Py, (zn) (3-8) 


那么 ， 这 些 随机 变量 称 为 独立 的 (independent)。 它们 被 称 为 不 相关 的 (uncorrelated)， 如 果 
满足 : 


E{ fifi} = E{fi}E{f;}, Vi,j, i Z | (3-9) 
任意 两 个 随机 变量 是 正 交 的 (orthogonal)， 如 霖 福 足 : 
Elifi} =0 (3-10) 
任意 丈 个 随机 变量 的 协 方差 (covariance) 可 定义 为 : 


cij = E{(fi ~ p78)(f; — urn) | (3-11) 


Dj 





证 明知 两 随机 变量 


展开 协 方 差 定义 中 公式 的 右边 ， 可 得 到 : 


cj = BE{fifj -urfi nr fi + Bf Dp, 1 
= E{fifi} — up E{f;} — n, E (fil + pf hs 
E{fifi} — BAB — BRER T+ BAB; 


il 


一 E{fifi} — Bf. $, (3-12) 
注意 ， 对 一 个 国定 数 取 期 望 的 时 候 ， 不 会 对 它 产生 影响 .也 就 是 Elu,y= Ar 。 若 cy = 0， 
可 得 到 : | | 
E{fif;} = ugun = BE{fi}E{f;} (3-13) 
上 式 证 明 , 天 和 /是 不 相关 的 。 x 。 





3.13 ”如何 定义 随机 场 
如 果 在 一 个 一 维 空间 的 每 个 点 都 定义 一 个 随机 变量 ， 则 得 到 一 个 二 维 的 随机 场 (random Ç 
field)。 定 义 随机 变量 时 所 处 的 空间 位 置 是 随机 场 的 一 个 参数 | 


firiwi) (3-14) 


对 于 固定 值 z， 这 个 函数 就 是 一 个 随机 变量 ， 但 对 于 固定 值 w (输出 结果 ) 就 是 平面 的 一 
个 二 维 函数 ， 例 如 一 个 图 像 。 当 wi 遍历 统计 实验 中 的 所 有 可 能 结果 的 时 候 ， 随 机场 表示 一 系 
列 的 图 像 。 另 一 方面 ， 对 一 个 给 定 的 输出 结果 ，( 固定 w;)， 随 机 场 给 出 一 幅 图 片 中 不 同位 置 





” 例 3.4 ”用 航 子 做 一 组 实验 。 在 每 个 实验 中 ， 殷 四 次 般 子 。 十 六 个 实验 的 输出 结果 {ol, 0, Os, 
04} 给 定 如 下 : 


{1, 2, 1, 6}, (3, 9, 2,4}, {3,4, 6, 6}, {1, 1,3, 2}, {3,4,4,4}, {2, 6, 4, 2}, 
{1, 5,3,6}, {1,2,6,4}, {6, 5,2,4}, {3, 2,5,6}, {1, 2, 4, 5}, {5, 1, 1,6}, 
{2,5,3,1}, {3, 1, 5,6}, {1, 2, 1,5}, {3, 2, 5, 4} 


Ere O T 813216 B E l B | 
{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1,4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), 
(3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4,4)) 
给 定 由 随机 场 f(r; wj) 定义 的 一 系列 图 像 。 
”第 一 幅 图 像 是 由 每 次 实验 在 对 应 位 置 的 第 一 个 输出 结果 组 成 的 ， 第 二 幅 图 像 是 由 每 次 实 
验 在 对 应 位 置 的 第 二 个 输出 结果 组 成 ， 其 他 图 像 依 此 类 推 。 得 到 的 全 部 图 像 如 下 : 


BJ R 55 $ü rH45 E 73 


1 3 3 1 2 5 4 1 1 2 6 3 6 4 6 2 

j 2 1 1 4 6 5 2 4 4 3 6 4 2 6 4 
š 3 1 . | 2 2 f 5 4 j | 6 5 ] ° 
e 





3.14 如 何 联系 同一 随机 场 中 两 个 随机 变量 
如 果 固 定 r， 那 么 一 个 随机 场 就 变 成 一 个 随机 变量 。 它 的 期 望 值 只 依赖 于 r: 


十 oo 
po) = Elfo) | “raana 
-% (3-16) 
因为 不 同 的 r 值 有 不 同 的 随机 变量 ，flri; w) 和 fr2; w)， 定 义 相 关 性 为 自 相 关 (autocorrel - 
ation) (用 “ 自 ” 是 因为 两 个 变量 都 来 自 相 同 的 随机 场 ): 


十 ce r+oo 
R;f(t1, r2) = E{f(ri;wi) f(r2; wi)} =| f Z1 ž2pf (Z1, 22; Tl, r2)dzidzo 
T0: (3-17) 
自 协 方差 (autocovariance) C(r1, 了 2) 定义 如 下 : 
Crr(rirz) = E{[f (ri; oi) — pr (rf (r2; wi) — ps(r2)}} (3-18) 
SO 
: 例 3.5 证 明 : 
Crr(riyrz) = Ryy(ri,r2) — Hf (TA (r2) 
从 式 (3-18) 开 始 : 
Cyy(rur2) = E{f(ri;wi) — pr(r1)] [f (r2;oi) — us (72))} 
= Ef{f(ri;wi)f(r2;wi) — f(ri; wi)hs(r2) 一 ps (r1)f (£2; wi) 
+us(ri)ns(r2)} 
= E{f(ri;wi)f(r2; wi)} — E{f @1;w:)}us 72) — ps(r1) BE{f(r2; wi)} 
+ ri) (r2) 
= Ryy(ru,r2) 一 Ar(ra)py(rz) 一 Ar(ra)py(r2) + pF (TLL (r2) 
一 Rys(r1,r2) — p (ri)uy(r2) | (3-19) M 


° 
WMS 


3.15 如 何 联系 两 个 随机 场 中 两 个 随机 变量 


如 果 我 们 有 两 个 随机 场 ， 例 如 ， 由 两 个 不 同 的 随机 实验 产生 的 两 组 不 同 的 图 像 ， 用 f 和 & 
来 表示 。 我 们 可 以 定义 它们 的 互相 关 性 (cross correlation) 为 
Ryo(ri, r2) 一 E{f(ri;wi)g(r2; w;)} (3-20) 


它们 的 互 协 方差 (cross covariance) 为 








CA E 


Cy (rir) = BE{{f(ri;wi) — uí(rai)|[g(r2;o;) — na (r2)]) 
Ry (ri,r2) — n (ri)ua (T2) 


两 个 随机 场 称 为 不 相关 的 ， 如 果 对 于 任意 的 ri, rz 有 a 
| Cro(rura) = 0 (3.22) 

这 等 价 于 

E{f(ri;wi)g(r2; wi)} = BE{f (ri; wi)}E{g(r2; wi)} (3-23) 

例 3.6 证 明 对 于 两 个 不 相关 的 随机 场 有 

E{f(ri;wi)g(r2; wi)} = E {f(r1;wi)} E {g(r2;w;)} 
一 般 可 以 从 不 相关 随机 场 的 定义 (Car r2) = 0) 和 表达 式 : 

Cpo ri,r2) = E{f (ri; wi)g9(r2; 7)} — f(r1) Hg (r2) (3-24) 。 
用 例 3.5 中 相似 的 方法 证 得 上 式 。 | | s M 





3.16 既然 我 们 总 是 只 有 图 像 的 一 个 版 本 ， 


假设 图 像 是 齐 次 (homogeneous) 随 机 场 ， 并 且 是 遍历 的 (ergodic)。 遍历 性 定理 允许 我 们 用 
一 幅 图 像 的 空间 统计 来 代替 全 体 的 统计 。 | | 


3.17 什么 时 候 随机 场 是 齐 次 的 


如果 随 机 场 的 期 望 不 依赖 于 r， 并 且 它 的 自 相关 函数 是 平移 不 变 的 ， 那 么 这 个 随机 场 就 称 
为 齐 次 的 。 | 
JR HH: 8 PUKA NEE, MERE. BIRET H FA: 


Ris(ro) = E{f(r;wi)f(r + ro;wi)} (3-25) 


。 例 3.7 证 明 一 个 齐 次 随机 场 的 自 相关 函数 R(r., my) 只 依赖 于 向 量 差 mr 


齐 次 随机 场 的 自 相 关 函 数 是 平移 不 变 的 。 所 以 ， 对 于 任意 的 平移 向 量 ro 我 们 可 写成 


Ryy(ri,ra) = E{f(riwi)f(ra;w)} = E(f(ri +ro;es)f(ra + ro;o5)) | 
= Ryr(ri + ro, r> + ro) Vro (3-26) 


选择 ro =T, 对 于 一 个 齐 次 随机 场 ， 我 们 可 得 到 


Rs(ri,r2) = Rys(r1 — r2,0) = Rsslri — ra) | (3-27) 


gg 


1 : eo 


3.18 如 何 计算 随机 场 的 空间 统计 量 
给 定 一 个 随机 场 ， 我 们 可 以 定义 它 的 空间 平均 值 为 


1 
Hp(wi) = lim — | f(r;wi)dzdy 
S—oo s Í. (3-28) 
在 这 里 人 是 在 整个 空间 9 上 的 积分 ， 并 且 r = (x, y). RHE, MoE A hE RK A 
数 。 也 就 是 说 ，MK( oj) 是 一 个 随机 变量 。 | 
随机 场 的 空间 自 相关 图 数 定义 为 
1 
R(roswi) = lim = | flr;wi)f(r+ro;wi)drdy 
0 5 一 oo Š 人 | (3-29) 
这 也 是 随机 变量 ， 
3.19 什么 时 候 随 机 场 是 遍历 性 的 
当 随 机 场 对 于 均值 和 自 相 关 函 数 是 遍历 性 的 ， 则 随机 场 是 遍历 性 的 。 
3.20 什么 时 候 随 机 场 对 于 均值 是 遍历 性 的 
称 一 个 随机 场 对 于 均值 是 遍历 性 的 ， 如 果 它 是 齐 次 并 且 它 由 式 (3-28) 定义 的 空间 均值 是 
独立 于 函数 输出 的 。 也 就 是 说 ， 它 是 一 个 常数 ， 并 且 这 个 常数 等 于 式 (3-16) 所 定义 的 全 体 平 
Effo} = Jim ç | fisoodedy = n = 常数 
S—oo S (3-30) 


3.21 什么 时 候 随机 场 对 于 自 相关 函数 是 遍历 性 的 


称 随机 场 对 于 自 相关 函数 是 遍历 性 的 ， 当 它 是 齐 次 的 并 且 由 式 (3-29) 所 定义 的 空间 目 相 关 
函数 ， 是 独立 于 在 f 上 所 做 的 实验 的 结果 ， 只 与 位 移 ro 有 关 ， 并 且 等 于 式 (3-25) 所 定义 的 自 相 


E(f) fle + rojwi)} = Jim < f fia) + rojeo)dedy = R(ro) 
一 oo S 





(3-31) 
。 例 3.8 假设 存在 遍历 性 ， 计 算 下 面 图 像 的 自 相关 矩阵 
° 1 2 1 
1 2 1 
| 1 2 1 
3 x 3 图 像 有 下 面 的 格式 .: 
911 912 91 
921 922 923 a l 
931 932 933 (3-32) 


本 i 
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为 了 计算 它 的 自 相 关 函 数 ， 我 们 将 它 按 列 堆 成 一 个 列 向 量 : 
g = (g g21 931 3912 922 932 93 923 g33 ) (3-33) 
自 相关 和 矩阵 定义 如 下 : C = E{gg”}。 由 于 事先 假定 了 遍历 性 ， 所 以 我 们 只 需要 计算 在 图 
像 相同 位 置 上 像素 对 的 平均 ， 而 不 需要 对 所 有 可 能 图 像 进行 平均 。 自 相关 和 矩阵 有 如 下 的 
结构 : 


gill 921 931 9012 922 932 913 923 933 
gı À B C D E F G H I 
gı B A B J D E K G H 
gı C B 4 L J D M K G 
g2 D J L A B C D E F 
g2 E D J B A B J D E 
g2 F E D C B A L J D 
ga G K M D J L A B C 
g3 H G K E D J B A B 
g3 I H G F E D C B A (3-34) 


先 阵 第 一 行 和 第 一 列 显 示 了 图 像 中 元 素 间 的 关联 ， 而 得 到 矩阵 中 对 应 的 项 。4 是 元 素平 方 
的 均值 ， 计 算 可 得 


X gu 6xl2+3x2 _ 18 _, | 

| 9 9 9 (3-35) 

8 是 垂直 邻 点 积 的 均值 。 有 6 对 这 样 的 点 。 我 们 必须 对 这 些 积 的 值 进行 求 和 并 平均 。 问题 

在 于 ， 我 们 应 该 除 以 实际 的 垂直 邻 点 对 数 ， 也 就 是 6， 还 是 除 以 总 的 像素 数 ， 也 就 是 9。 这 个 

问题 是 会 影响 到 矩阵 中 除了 A 以 外 的 所 有 项 的 计算 。 如 果 我 们 除 以 真正 的 点 对 的 数目 ， 大 部 分 

比较 远 的 邻 点 的 关系 将 被 夸大 。 所 以 ， 我 们 选择 除 以 图 像 中 总 的 像素 数 ， 这 会 使 较 远 的 邻 尽 

的 关系 变 弱 ,但 这 是 非常 重要 的 。 这 个 问题 的 出 现 是 因为 图 像 的 大 小 有 限 。 注 意 到 式 (3-29) 和 

式 (3-28) 真 正 应 用 是 在 无 限 尺寸 的 图 像 上 的 。 这 个 问题 在 处 理 一 个 很 小 图 像 时 将 变 得 更 加 重要 。 
因为 它 的 边缘 影响 被 孚 大 了 。 | 


x 
B= 41124 一 12 = 1.33 
X 


C 是 垂直 方向 上 间隔 点 的 积 的 均值 。 共 有 3 对 : 


BI f 62 š +a £ 





ua 二 
E 是 对 角 方 向 邻 点 的 积 的 均值 ， 共 有 4 对 
X 
E: 
X 
F: 
G: 
H: 
x X X 
X X X 
I: | 
x X X ! 
X 


< 
> >< 


~ 
><] >< 
> x< 
> >“ ) 





x x 
x x x ` 
E = 322 = 0.89 
F = 252 = 0.44 
G = + = 0.33 
H = 21 = 0.22 
I = X = 0.11 
J = 12 = 0.89 
K = 251 = 0.22 
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[x Xx) CO) 
— 2x2 _ 
DR) 
— U U 
x x [x 
N —i_ 
M x x x | M=}=0.11 
站 六 | | 
K. Xx — X 


所 以 ， 日 相关 第 阵 古 
2 1.33 067 1.33 0.89 044 0.33 0.22 0.11 


例 3.9 给 定 下 列 一 组 图 像 : 


5 4 6 2 4 2 2 1 3 5 2 3 6 4 2 8 
5 3 4 3 7 2 4 9 5 4 4 3 3 5 6 4 
6 6 7 1|'|3 5 4 51:12 2 6 6J'l14 3 2 2J' 
5 4 2 3 4 6 6 2 6 5 4 6 5 3 3 4 
4 3 5 4 4 5 4 5 2 7 6 4 5 3 6 6 
6 5 6 2 1 6 2 6 SERLE 
4 3 3 41'|14 8 4 4| {6 3 4 7| 14 2 3 4 
3 3 6 5 1 3 2 7 了 4 3 6 2 5 5 4 4 


这 组 图 像 对 于 均值 是 遍历 性 的 吗 ? BIF B HX A Sr ls pp E? 

这 组 图 像 对 于 均值 是 遍历 性 的 。 因 为 每 幅 图 像 的 均值 是 4.125 ， 而 在 所 有 8 幅 图 像 上 的 同 
一 位 置 的 均值 也 是 4.125。 它 对 于 自 相 关 函 数 不 是 遍历 性 的 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 先 计 算 自 
相关 和 矩阵 上 的 每 一 个 元 素 。 比 如 说 元 素 E{8238%4}。 这 个 元 素 表 示 的 是 在 所 有 图 像 的 位 置 (2, 3) 
和 (3, 4) 上 值 的 内 积 的 均值 : 
4x1+4x5+4x6+6x2+6x4+2x4+2x7+5x4 


EÍ g23934] 8 
4+20+24+12+24+8+14+20 126 


这 应 访 等 于 自 相 关 函 数 上 表达 点 对 的 空间 均值 的 元 素 ， 这 些 点 对 在 左上 角 到 右 下 角 的 对 
角 方向 上 相 邻 。 考 虑 图 像 集中 的 最 后 一 幅 图 像 。 我 们 有 


< gigit1,j+1 > 


16 
_ 20 + 15 + 12 + 8 + 12 + 20 + 20 + 8 + 12 
16 


这 两 个 值 是 不 同 的 ， 所 以 图 像 集 对 于 自 相关 函数 不 是 遍历 的 。 


= 7.9375 





3.22 遍历 性 的 含义 是 什么 


如 果 一 个 图 像 集 是 遍历 性 的 ， 则 可 以 通过 计算 这 个 图 像 集 中 的 任意 一 幅 图 像 的 空间 均值 
和 自 相关 函数 ， 得 到 图 像 集 的 均值 和 自 相关 函数 。 

例如 ， 假 设 我 们 有 M 幅 相似 类 型 图 像 的 集合 {81(X, y), 82(X, Y) o gu(x, 7)}， 这 些 图 像 的 均 
值 和 自 相 关 函 数 可 以 通过 对 所 有 的 图 像 取 平均 得 到 。 另 一 方面 ， 如 果 假 定 存 在 遍历 性 的 话 ， 
我 们 可 以 随便 取出 一 幅 图 像 ， 通 过 空间 平均 得 到 均值 和 自 相关 函数 。 如 果 不 同 图 像 的 变异 性 
在 统计 意义 上 跟 单 幅 图 像 一 样 的 话 ， 这 个 结果 是 正确 的 。 
3.23 ”如 何 利用 人 遍历 性 来 减少 表示 一 幅 图 像 所 需要 的 比特 数 

假设 有 一 个 遍历 性 的 图 像 9， 我 们 打算 将 它 通过 一 个 通信 通道 发 送出 去 。 希 望 发 送 的 图 像 
的 名 个 比特 之 间 都 是 无 关联 的 ， 这 样 就 不 用 重复 发 送 已 经 发 送 的 信息 。 也 就 是 说 ， 给 定 传送 
的 比特 的 个 数 ， 我 们 希望 最 大 化 传送 的 图 像 信 息 。 

一 个 有 着 这 种 性 质 的 随机 场 的 自 相关 函数 有 着 特殊 的 形式 。 在 我 们 决定 如 何 对 图 像 进 行 
恋 换 ， 以 使 它 是 由 不 相关 的 点 值 组 成 之 后 。 通 过 遍历 性 我 们 对 一 幅 单独 的 图 像 统计 就 可 以 得 
到 必要 的 变换 ， 而 不 需要 对 整个 图 像 集 进 行 统计 。 


RR tE Fa] Aei ën E 
的 均值 = 同一 幅 图 像 上 
而 所 有 位 置 上 的 均值 





图 3-1 坚果 壳 似 的 遍历 性 


3.24 具有 不 相关 随机 变量 的 随机 场 的 自 相关 函数 的 形式 是 怎样 的 


两 个 定义 在 位 置 r; 和 Yr; 的 随机 变量 的 H 相关 图 数 Rr (Ti ,了 2) 等 于 E{ frio) EY f(r2; 0)} ， 如 果 
这 两 个 随机 变量 是 无 关联 的 ( 见 例 3.3)。 如 果 我 们 只 处 理 均值 为 0 的 随机 变量 (也 就 是 


° 


—Š6 x i E 


E{Aro)y = E{ f(rx;o))= 0), JBZ FE 384 BJ B AH 3EBF384200, Hr = r2 时 例外 。 当 
ri 三 Tw 时， 自 相 关 和 矩阵 等 于 E{ flr1,@w)*”}， 即 ， 随 机 变量 在 位 置 r; 处 的 方差 。 

如 果 一 个 图 像 g 是 由 一 个 询问 量 所 表示 的 ， 我 们 将 不 用 向 量 r) 来 标明 像素 的 位 置 ， 而 只 
需要 用 整数 标号 i, j 来 标明 每 一 个 列 向 量 元 素 。 自 相关 函数 Ree 变 成 一 个 二 维和 矩阵 ， 对 于 不 相关 
0 均值 的 随机 变量 来 说 ， 这 个 矩阵 将 是 对 角 阵 ， 而 且 它 的 对 角 上 面 的 非 0 元 素 等 于 在 每 一 个 像 
素 点 上 的 方差 。( 如 在 例 3.8 自 相关 和 矩阵 中 ，A 0 但 所 有 其 他 元 素 部 为 0) 


3.25 ”如 何 变 换 图 像 使 得 它 的 自 相关 矩阵 是 对 角 的 


假设 初始 图 像 为 8 而 变换 后 的 图 像 为 8 。 我 们 将 利用 g 和 名 对 应 的 向 量 形式 。 也 就 是 说 ， 
将 两 个 矩阵 堆积 起 来 ， 将 其 中 一 个 的 列 放 在 另 一 个 的 相对 列 的 上 面 ， 首 尾 相 连 起 来 构成 两 个 
N x 1 的 向 量 。 假 定 所 需 的 变换 有 形式 .: 





g = A(g — m) (3-36) 


KE, THERN x NM 的 ， 而 任意 向 量 m 是 MY x 1 的 。 由 于 假定 图 像 是 遍历 性 的 。 变 
换 图 像 的 均值 向 量 给 定 如 下 : 


uz = E{g} = E(A(g — m)} = AE{g} — Am = A(u, — m) x (3-37) 


其 中 注意 到 事实 : 如 果 m 是 非 随 机 向 量 ， 那 么 期 望 值 算 子 对 它 是 没有 影响 的 。 注 意 我 们 
用 同样 的 记号 表示 期 望 值 和 集 的 平均 。 由 于 假定 了 遍历 性 ，E{ & } 就 是 找到 图 像 g 的 平均 灰 度 
值 ， 是 一 个 由 图 像 平均 灰 度 值 组 成 的 x 1 的 问 量 。 如 果 事 先 没有 假定 饥 历 性 ， 那么 E{ E } 就 
是 对 所 有 的 图 像 g 的 平均 。 

在 式 (3-37) 中 ， 我 们 很 方便 地 可 以 选择 m = u, = E(g), JBZ 点 =0 。 也 就 是 ， 变 换 后 的 图 
像 将 具有 0 均值 。 

图 像 名 的 自 相关 函数 将 与 它 的 协 方差 函数 一 样 。 并 定义 如 下 : 
PE{EET} = E(A(g — Hg)[A(g — pe)] } 
E{A(g— pe)(g — Hg) AT) 
A E C -He)j(g — a) } AT 

_. _  —  - 
变换 前 的 图 像 的 协 方差 (3-38) 

再 一 次 注意 ， MEER TEREE, 并 且 因 为 矩阵 4 不 是 随机 场 , 所 以 不 受 期 望 值 算 
子 的 影 啊 。 

LA, C= AC,A' 。 明 显 可 以 看 出 Ca 是 未 变换 的 图 像 的 协 方差 矩阵 的 对 角 化 形式 。 如 
果 甘 换 矩 陈 4 每 一 行 都 是 由 图 像 的 协 方差 矩阵 的 特征 向 量 形成 的 ， 则 很 容易 就 可 以 实现 这 种 对 


角 化 并 且 C; 的 对 角 元 素 是 同一 矩阵 的 特征 值 。 由 于 我 们 事先 假定 了 电 历 性 ， 则 图 像 的 协 方 
差 算 阵 就 可 以 从 图 像 自身 求 得 (不 需要 大 量 相似 的 图 像 )。 


3.26 遍历 性 的 假设 是 现实 的 吗 
人 遍历 性 的 假设 是 不 现实 的 。 期 望 一 个 单独 的 图 像 大 到 足以 包括 其 内 容 中 出 现 的 所 有 的 变 


(CE 


II 


x' awama r rin (Haman ar ta = 


= 二 o limon o mms mo 


A f 65 E HIR E 81 





动 ， 并 且 捕 捉 到 图 像 集 所 表现 的 所 有 多 样 性 是 很 不 现实 的 。 只 有 由 纯 随机 噪声 组 成 的 图 像 可 
以 满足 这 个 假设 。 所 以 ， 人 们 经 常 将 图 像 分 成 很 多 相同 的 小 块 ， 去 除 这 些小 块 的 噪声 影响 ， 
它们 是 均匀 的 ， 因 此 适用 遍历 性 的 假设 。 

B3.1 我 们 如 何 计算 一 个 图 像 的 空间 自 相关 和 矩阵 ? 


| 为 了 定义 一 个 图 像 的 空间 自 相 关 甜 了 泗 ， 我 们 必须 先 建立 图 像 像 素 位 置 与 图 像 的 问 量 
位 置 表 示 的 对 应 关系 。 由 于 一 个 图 像 的 向 量 表示 是 通过 将 图 像 各 列 堆叠 得 到 的 ， 在 位 置 
(ki, ID)BJ f 35155 A= ME £ Ja Jn] Sr BJ 36 iZ 625 , 其 中 : | 

i = (L-1)N+ki+1 _ (3-39) 


这 里 NN 是 图 像 中 每 一 列 元 素 的 数量 。 由 上 式 可 得 到 可 用 i 表示 k 和 4;: 
ki = (i—1) modulo N 
L = ¿-1-k; 
: = l+— R (3-40) 
H AKERRA LL pk. 
Ci; = < 9i9; > (3-41) 


其 中 < > 意味 着 在 相同 关联 位 置 上 点 对 的 平均 ， 也 就 是 说 1; -5 和 ki; 一 是 一 样 的 。 首 
先 ， 我 们 计算 1 一 i 和 k; — k: | | 
ko = ki-— k; = (— 1) modulo N 一 (j — 1) modulo N 
= l -1,= i— j — ko 
i — N 


b = (3-42) 


所 以 ， 
Cij = < 9klJk—ko,i—lo > (3-43) 
k, l, 一 操 和 如 取 的 值 必 须 在 允许 的 范围 内 ， 对 于 一 幅 N x N 的 图 像 来 说 ， 也 就 是 在 
范围 [1, 入 内 取 值 : 


1<k—-k <N = 1+ ko; < k< N+ ko = 
Also 1<k< N 


= max(1,1 + ko) < k < min(N, N + ko) (3-44) 105 
相似 地 
max(1,1 + lo) < l < min(N,N +I) ` (3-45) 
所 以 ， 最 后 得 到 
] min(N,N+ko) min(N,N+Io) 


Ci = ey 9KLOK 一 Fo 1 一 Lo 
k=maz(1,1+ko ) i= 1,1+4 
o) i=maz(1,1+lo) (3-46) 


在 这 里 名，j 是 由 式 (3-42) 给 出 。 


br en e PEREA AE AAAH A.L oa e + aeae 5 . 
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例 3.10(B) 对 于 图 像 





Cu 2 e C 


3 
9 
2 
6 


计算 K-L 变 换 ， 假 定 图 像 具 有 遍历 性 。 
图 像 的 均值 是 4.125, 先 将 图 像 的 各 个 元 素 都 减 去 均值 ， 然 后 使 用 方 框 B3.1 中 得 到 的 


SR. RECHA HRE. ARE: 


2.11 —0.38 —0.38 
-0.38 2.11 —0.38 
—0.38 —0.38 2.11 
一 0.20 —0.38 —0.38 

0.31 —0.19 0.02 

0.12 0.31 一 0.19 

0.04 0.12 0.31 
—0.32 0.04 0.12 
—0.32 0.38 0.35 
一 0.20 —0.32 0.38 
一 0.05 —0.20 —0.32 

0.11 一 0.05 —0.20 
—0.01 0.31 0.02 
—0.07 —0.01 0.31 
—0.03 —0.07 —0.01 
—0.13 —0.03 —0.07 
一 0.32 —0.20 —0.05 

0.38 —0.32 —0.20 

0.35 038 一 0.32 
—0.31 035 0.38 

0.31 0.12 0.04 
—0.19 0.31 0.12 

0.02 —019 0.31 
一 0.00 0.02 一 0.19 

2.11 一 0.38 —0.38 
一 0.38 2411 一 0.38 
一 0.38 一 0.38 2.11 
一 0.20 —0.38 —0.38 

0.31 —0.19 0.02 

012 031 —0.19 

00 0.12 0.31 
一 0.32 0.04 0.12 

EHA SE B AERE RJ Fp MIE In) Er , 


—0.20 
—0.38 
一 0.38 
2.11 
—0.00 
0.02 
一 0.19 
0.31 
一 0.31 
0.35 
0.38 
—0.32 
—0.13 
0.02 
0.31 
—0.01 


0.11 
—0.05 
一 0.20 
一 0.32 
—0.32 

0.04 

0.12 

0.31 
—0.20 
—0.38 
—0.38 

2.11 
一 0.00 

0.02 
一 0.19 

0.31 


并 将 它们 按照 特征 值 的 大 小 降序 排列 之 后 ， 每 个 特征 
向 量 对 应 一 行 构 成 一 个 变换 矩阵 4， 图 像 变 换 以 后 得 


> 
N D uw 


0.31 
一 0.19 
0.02 
一 0.00 
2.11 
一 0.38 
一 0.38 
一 0.20 
0.31 
0.12 
0.04 
一 0.32 
一 0.32 
一 0.20 
一 0.05 
0.11 


—0.01 
.0.31 
0.02 
—0.13 
—0.32 
0.38 
0.35 
—0.31 
0.31 
—0.19 
0.02 
—0.00 
2.11 
—0.38 
—0.38 
—0.20 


0.12 
0.31 
一 0.19 
0.02 
一 0.38 
2.11 
—0.38 
—0.38 
—0.19 
0.31 
0.12 
0.04 
0.38 
—0.32 
—0.20 
—0.05 


—0.07 
—0.01 
0.31 
0.02 
—0.20 
一 0.32 
0.38 
0.35 
0.13 
0.31 
—0.19 
0.02 
—0.38 
2.11 
一 0.38 
一 0.38 


#3 + 





BH 62 È 46 £ 


对 应 的 特征 值 为 : 
387 3.70 302 296 291 285 244 2.16 
1.87 1.59 1.39 1.33 1.19 1.06 0.85 0.54 

BEREIZ, PRECE., AE {g We}: 


(g — ps) =(—1.125 0.875 一 2.125 1.875 0.875 —0.125 一 2.125 
0.875 —2.125 —0.125 1.875 —0.125 —1.125 —1.125 1.875 1.875) 


WOX AE SARAR, BARRET: 


—3.4353 1.3842 0.5355 0.0363 
—2.9681 —0.1112 —0.3182 —0.3902 

1.6777 2.1243 —0.7152 . —0.7986 
—0.9932 0.9922 0.4275 —0.1979 


On 
Il 


et 
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很 容易 看 出 ， 图 像 的 均值 是 不 为 0 的 。 它 的 自 相 关 知 阵 也 不 是 对 角 的。 好 像 至 今 所 提出 的 
理论 没有 起 作用 。 事 实 上 ， 在 这 个 例子 中 ， 我 们 计算 的 自 相关 和 矩阵 也 有 些 问 题 的 。 ° 





B3.2 为 什么 例 3.10(B) 中 的 图 像 违 背 了 相关 的 理论 呢 ? 


K-L 变 换 理论 是 建立 在 假设 图 像 具 有 遍历 性 的 基础 上 的 ， 所 以 我 们 能 用 空间 的 统计 
性 质 代 赫 整 体 的 统计 性 质 。 这 是 一 个 相当 强 的 假设 ， 例 子 3.10GB) 中 的 图 像 并 疫 有 满足 这 
个 假设 。 结 果 ， 空 间 上 的 均值 不 等 于 整体 的 均值 ， 并 且 空 间 自 相关 惩 阵 也 不 等 于 整体 的 
自 相 关 和 矩阵 。 所 以 ， 虽 然 我 们 很 小 心地 让 承 始 图 像 的 空间 均值 为 0， 并 且 对 角 化 它 的 空间 
自 相 关 殉 阵 ， 但 是 变换 后 的 图 像 并 没有 体现 出 这 些 特 征 。 

为 了 解决 这 些 问 题 ， 我 们 尝试 利用 式 (3-37)、 式 (3-36) 来 计算 变换 后 的 图 像 的 均值 ， 
并 用 这 个 空间 均值 代替 整体 均值 。 首 先 ， 我 们 选择 向 量 m 的 所 有 元 素 等 于 图 像 g 的 空间 
均值 : | 


mk = Hg = N2 1 5 Sy V k.1 


¿=1 J=1 
变换 后 的 图 像 8 的 元 素 给 定 如 下 : 


r = 》 Atk (grt — mk) 
k 


变换 后 的 图 像 的 均值 是 | 
] N N 1 | 
HE = zp = a 2 2 2 Aw(gu ~ pg) 
t l k 
s ` Ë y An) Ë Y (gu 一 no) 
k t l 


EEA WAR EEA EIRE, ， 称 为 w。 在 第 二 个 括号 内 的 数值 是 
原始 图 像 减 去 均值 后 第 ! 行 的 均值 。 可 以 看 到 ， 变 换 后 的 图 像 具 有 0 均值 ， 由 和 矩阵 4 的 列 平 
均 创 建 的 向 量 和 图 像 g 减 去 均值 后 的 行 的 点 积 应 为 0%。。A 是 由 图 像 g 的 自 协 方差 矩阵 的 特征 
向 量 所 定义 的 ， 所 以 它 可 能 有 这 个 性 质 。 

我 们 所 计算 的 自 相关 和 矩阵 的 另 一 个 难题 是 ， 它 缺乏 一 些 我 们 期 望 的 性 质 : 它 不 是 块 
循环 的 ( 见 6.31 节 “什么 时 候 和 矩阵 是 块 循环 的 ? ”)， 并 且 它 也 不 服从 Wiener-Khinchine 定 
理 ( 见 第 6 章 中 的 B6.2)。 这 样 说 的 理由 是 由 于 我 们 计算 时 用 到 的 定义 : 假定 图 像 存 在 是 
孤立 的 ， 由 大 量 的 0 围绕 的 。 直 观 上 这 是 正确 的 ,但 它 导 致 了 自 相关 和 矩阵 没有 方便 的 结 
构 。 | 

为 了 使 自 相 关 和 矩阵 是 块 循环 的 并 且 服 从 WienerKhinchine 定 理 ， 我 们 必须 想像 图 像 是 
自身 重复 的 并 且 在 各 个 方向 都 是 无 限 的 。 所 以 ， 我 们 可 以 利用 下 列 公 式 计 算 它 的 自 相 关 


il 
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1 N 
Ci = N2 3 Iki gk—ko llo 
l=1 


= ki-— k; = (i—1) modulo N 一 (j — 1) modulo N 
i—j-k | 
= 4 


#k—-k < 0， 则 用 Kk 一 ko NER E 
#l-b<0, M- hb +N E 
#k-k> N, NH k-koo NRE E 
#l-b>l, MH- hb- NR C 
注意 ,这样 的 一 个 自 相 关 皂 阵 会 有 很 好 的 数学 性 质 ， 但 它 所 揭示 的 关系 可 能 不 是 真 
正 存在 的 。 例 如 : AN, 入 和 (1, DD) 的 关系 跟 点 (2, DAA, 1) 的 关系 是 一 样 的 ， 氮 CN- N- 
DAC, 1) 的 关系 跟 点 (3, DAO, D 的 关系 是 一 样 的 。 


3.27 如 何 用 K-L 变 换 来 通 近 一 幅 图 像 
一 幅 图 像 的 K-L 变 换 给 定 如 下 : 
g= 4A(g - u,) 


EE u, — N: x 1 的 向 量 ， 这 个 向 量 的 每 一 个 元 素 都 等 于 图 像 的 平均 灰 度 值 ，4 和 矩阵 
是 由 图 像 g 的 自 相关 邱 阵 的 特征 向 量 所 构成 的 ， 将 图 像 g 的 自 相 关 和 矩阵 的 特征 值 按 降序 排列 ，4 
中 的 行 是 特征 值 对 应 的 特征 向 量 。 反 变换 是 ; 


g=A B+ 


如 果 我 们 将 g 的 自 相关 矩阵 的 最 后 几 个 特征 值 设 为 0， 则 矩阵 4 中 对 应 的 行将 被 替换 为 0 ， 
变换 后 的 图 像 名 中 对 应 的 行 也 为 0。 
3.28 当 我 们 截断 K-L 扩 展 来 逼近 一 幅 图 像 时 的 误差 是 怎样 的 


可 以 证 明 (见方 框 B3.3)， 这 种 情况 的 和 逼 近 误 差 等 于 图 像 自 协 方差 矩阵 中 所 省 略 掉 的 特征 
值 的 和 。 


3.29 K-L 变 换 的 基 图 像 是 怎样 的 


KHA = A(g-u,) 并 且 A 是 一 个 正 交 矩阵， 可 得 反 变换 为 g- u = Ag. 可 以 很 明确 地 写 
出 这 个 表达 式 : | f 


teat es =e v arm rqwa Ls ei- s... 1i | 3 





e E EE 


911 — Hg @11 a21 ... GN1 G11 


921 — Hg Q12 Q22 ..- aN2 921 
9N1 — Hy AN = QN zz ANN ŠN1 
921 — Mg G1.N+1 a2,N+1 . GN,N+1 G21 
92N — Hg G1,2N Qo 2N ... GN,2N 92 N 
gN1 一 Hg Q1, N?—N+1 G2N2-N+1 ..，QNN2_N+l 9gN1 
INN — Hg Q1,N2 Q2,N?2 ... GN, N2 JNN 
911 — Hg = @anĝi + a21ğ21 +... + ANIJNN 
921 — Hg = 0Q12011 + G22921 十 ... 十 QN29NN 
9N1— Hg = QINÜN1 L Q2NG21 + ... + GNNÜNN 
921 一 Hg = mGI,N+l19N1 + G2 N+1921 + --- + AN, NHIJNN 
92N — Hg = Q1,2NOGN1 + 02,2NG21 +... + GN2NÜNN 
9N1— Hg = GiN2-N+1ŠN1 + Q2,.N2- N+1921 +... + GN.N2-N+1ŠNN 
JNN ~ Hg = QIN20911 十 doN2021 +... + GNN29NN 
我 们 将 这 些 方程 重新 整理 成 矩阵 的 形式 : 
911 T Hg 92 Hg NI 一 Ho 
92 — Hg 3922 — Hg -` QN2— Hg 
9N1 — Mg 9S92N Hg -> YNN™ Hg 
Q11 CiN+L -> QI1,N2—N+1 Q21 GƏ,N+1 +. Go N2—N+1 
_ G12 Cl1N+2 :-. G1iN2- N+2 _ G55 A2 N+2 -+ Q2,N2—-N+2 
= gil . . . 十 921 . 
G1N QI12N >b G1 N2 CQ2 N G22N >.. Qo N2 
GN1 GN,N+L1 .… GN,N2—-N+1 u a 2 + 
GN2 QN,N+2 ..… GN,N2- N+2 
十 . . .十 ONN . . 
ANN GN,2N >» GN,N2 (3-47) 


从 这 个 表达 式 ， 可 以 看 出 根据 K-L 变 换 展 开 图 像 所 用 的 特征 图 像 是 由 图 像 的 空间 自 相 头 乍 
阵 的 特征 向 量 所 形成 的 ， 只 是 将 它们 写成 矩阵 的 形式 。 也 就 是 说 ， 通 过 将 特征 向 量 的 前 N 个 元 
素 当 向 相应 特征 图 像 的 第 一 列 , 接 下 来 的 N 个 元 素 当 做 下 一 列 , 对 接 下 来 的 列 也 采用 同样 方法 ， 
这 个 表达 式 的 系数 是 变换 后 图 像 的 元 素 。 _ 
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例 3.11 考虑 一 个 具有 列表 达 式 g 的 3 x 3 图 像 。 根 据 g 的 元 素 和 变换 矩阵 4 的 元 素 45 写 出 图 
像 的 K-L 变 换 的 表达 式 。 通 过 设置 4 的 最 后 6 行为 9， 计算 出 图 像 g 的 一 个 近似 解 。 证 明 这 个 近似 
解 是 一 个 9 x 1 的 向 量 ， 其 前 3 个 元 素 等 于 g 完 全 变换 后 的 前 3 个 元 素 ， 而 剩 下 的 6 个 元 素 为 零 。 


假设 ks 是 图 像 g 的 平均 灰 度 值 。 那 么 ， 变 换 后 的 图 像 将 有 如 下 的 形式 : 


911 all al2 -.. Q19 911 一 Hg 
921 Q21 Q22 ... Q29 921 一 Hg 
931 Q31 Q32 ... G39 931 一 Hg 
912 Q41 Q42 ... Q49 912 一 Hg 
zj = |: i 922 — Mg 
932 . . . 932 一 Hg 
913 913 一 Hg 
923 : : : 923 — Hg 
933 C91 Q92 ... a99 933 — Hg 


Q11(911 一 hg) + ai2 (921 一 Ma) +... + aÉi9(g33 一 Hg) 
azı (911 — Hg) + a22(921 一 Hp) 十 .十 a29(933 一 Hg) 
Q31(911 — Hg) + Q32(921 一 Hg) +... + a39(933 — Hg) 
一 Q41(911 — Hg) + @42(921 — Hg) +... + a49(933 一 Hg) 


agı (911 一 Hg) + ag2(921 一 Hg) +... + a99 (933 一 Hg) (3-48) 
如 果 设 ah = ay =… = da = ds; = *** = Gso = ° = dg = 0， 很 明显 ， 上 述 向 量 的 最 后 6 行为 0， 

而 截断 后 的 变换 图 像 将 是 向量 : 
g = (ği 921 931 0 0 0 O 0 0)! (3-49) 


根据 式 (3-47) 图 像 的 近似 解 为 


911 912 913 Hg Hg Hg G11 Ga Q17 
921 922 923 | = | Hg Hg Mg | +Ã | %12 05 918 
931 932 933 Hg Bg Hg @13 016 G 


C21 Goa Q27 CQ31 Q34 437 
十 G21 | a22 Q25 Q28 | + 931 | a32 35 U38 
a23 G26 29 a33 G36 39 ( 3-50 ) 


例 3.12(B) ”证 明 : 如 果 4 是 一 个 Me x 的 矩阵 ， 它 的 第 i 行 是 向 量 a1。C2 是 一 个 VxN 的 - 


矩阵 ， 它 除了 位 置 (2, 2) 的 元 素 等 于 C2; 以外， 其 他 元 素 都 为 0。 那 么 
AT GA = czu2zu2 


假设 ww 表示 向 量 u 的 第 j 个 元 素 。 那 么 





88 * 3 Š 
uii u21 UN21 0 0 0 
u2 U22 UN22 O c 0 
ATCA = U13 U23 UN?23 0 0 0 
UIN2 UoN2 UN2N2 0 0 0 
uii UW12 UIN? 
u21 u22 U2N2 
U31 U32 U3N2 
UN21 UN22 WUN2N2 
1111 u21 UN21 0 0 0 
u12 U22 UN22 CoU21 C2U22 C2U2N?2 
= Ul3 U23 UN23 0 0 0 
UIN2 U2N2 UN2N2 0 0 0 
2 
C2U21 C2U21U22 C2U21U2N? 
C2U22 U21 C2 Uža C2U22U2N2 
2 
CoU2N2U21 C2U2N?2 C212 N2 
T 
= C2U20» (3-51) 


例 3.13(B) 假设 一 个 3 x 3 的 图 像 ， 我 们 用 它 自 协 方差 矩阵 的 前 三 个 特征 值 去 逼近 它 。 证 明 : 


E(6ë 1) 


— 
— 


C'zg 


利用 例 3.12 中 关于 截断 图 像 g 的 变换 的 结果 ， 我 们 有 : 


E{gg T) 


933 
~2 
gii 
921911 
931911 


933911 


(ğu ğan 


911921 
~2 
921 

931921 


933921 


931 


911931 
951931 
~2 
931 


933931 


(3-52) 
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O — 


O O O 


OOOO 


用 像 的 统计 描述 89 


E487} Eíàn9a) E{ĝuğ3} 0 


0 0 0 0 O 
El92ion) Ei{g2} Eí9a93a) 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 


= | Eí9s9n) Eí9393) E{531} 0 0 


E{933011} FE{g33921} Ef{g33931} 0 0 0 0 0 0 
变换 后 的 图 像 g 由 一 个 算 阵 构成 ， 它 的 相关 和 矩阵 的 非 对 角 线 元 素 都 为 0。 所 以 ， 有 


Ef{g2} 0 0 000000 
0 E3} O 00000 
_, 0 0 FE) 000000 
E(gë } = 0 0 0 000000|=C's 
0 0 0 000000 
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我 们 将 证 明 ，K-L 变 换 不 只 以 不 相关 的 数据 来 表示 图 像 ， 而 且 ， 
变换 ， 它 可 用 于 在 最 小 均 方 误差 的 意义 下 逼近 图 像 。 设 变换 为 : 





如 果 在 某 项 后 截断 













-æ __ _ 一 T = 
g = Ag — Au; > g = À £ + Mg (3-53) 


假设 将 Cos 的 特征 值 按 降序 排列 。 忽 略 最 后 的 几 个 特征 值 ， 只 保留 前 面 K 个 比较 重要 
的 特征 值 。 Cs。 也 是 NM x 六 的 矩阵 ， 它 截断 后 为 Cs ， 最 后 MY- 天 个 对 角 元 素 为 0。 变 换 矩 
阵 47 也 是 Nz x NM 的 矩阵 ， 它 的 列 | 是 由 Cu 的 特征 向 量 所 组 成 。 忽略 M- 天 个 特征 值 也 就 是 
忽略 NM- 天 个 特征 向 量 ， 所 以 新 的 变换 矩阵 47 最 后 的 Y-K 个 列 为 0。 近 似 的 图 像 为 : 








g' =A B +e (3-54) 
图 像 的 近似 误差 为 g-g = A -A'B o ERRA: 









lg — g'|| = trace|(g 一 g)(g 一 g)] (3-55) 





所 以 ， 均 方 误差 为 : 










Ptllg — g'll) = Ettracel(g — g )(g — g) )} (3-56) 
由 于 取 迹 只 是 将 矩阵 的 对 角 元 素 相 加 起 来 ， 所 以 可 以 交换 取 迹 (trace) 跟 期 望 的 顺序 : 
E{llg-g|l} = trace| E EÍ (g-g')\(g-g)" )| 
wrace 2 { (Ar8— AE)(ATE -ATE J| 

Ez 










traee|EÍ (ATE— ATR) (ETA- ë 7 A) 
trace| 已 { ATBET A—ATBB ”A'— Tear A+ AT E) 


i! 


(3-57) 





` ' a wr m 





E AA: A 


矩阵 4 和 4 是 固定 的 ， 因 此 期 望 算 子 对 它们 没有 影响 。 所 以 
E{lig-g'll} = trace[ATE(g8T)A- ATE(g 8 YA 
- AU E{g'&T}A + A E{g&’ g" 1Al] (3-58) 
在 这 个 表达 式 中 ， 我 们 可 以 将 Epey 和 EE 全 各 "看 做 是 两 个 变换 : Cis 和 Ci 的 相关 
矩阵 。 
ap 矩阵 是 一 个 向 量 和 它 自 己 转 置 的 积 ， 而 且 这 个 转 置 的 最 后 Nz- 天 个 元 素 都 为 0。 
期 望 算 子 将 一 ' 的 所 有 非 对 角 线 元 素 变 为 0 ( 因为 变换 的 自 相 关 和 矩阵 除了 对 角 线 元 素 外 都 
为 0)。 事 实 上 87 的 最 后 N2- 天 个 元 素 也 为 0 ( 见 例 3.13 )。 所 以 ， 结 果 是 
同 理 可 得 
E(ëg'87T) = C0'gg (3-60) 
所 以 
Ptllg 一 gg 上 = tracelAT Css A— ATC'agA' — A C'agA+ AU C's8A] — (3.61) 
若 虑 和 : -ACRA + ATCA =-(4-4)7Ca4 ， 我 们 可 以 将 4 分 割 成 两 个 部 分 ， 
K x N WJ TAEREA HI(2— K) x NM 的 子 矩 阵 4:。A4' 由 4 和 所 有 元 素 为 0 的 (V- K) x N? 子 矩阵 
组 成 。 


0 
1 nT 
a-a (-2-) 和 (A-A =(0 | A ) 
A N2x K N2 x(N2— K) (3-62) 
那么 (4- A'T ChA’ =(0147)Cis4'。 


Cs 能 分 成 四 个 子 和 矩阵 : 
c | 0 
Cazi 10, 
| (3-63) 


这 里 C, 是 一 个 Kx K 的 对 其 阵 。 那 么 积 是 : x 
c | O 
(0 | ap- - -]=0 
0 | O 


利用 式 (3-61) 我 们 得 到 的 结 采 : 


(3-64) 


T yu 
E{|lg — g'll} = trace[A"CggA — A C'sg4] (3-65) 


BJ 65 A rH E 9] 


考虑 项 47C;;4 。 我 们 可 以 假定 Cs 是 和 N 个 矩阵 的 和 ， 每 一 个 矩阵 都 是 N x NR, im 
且 只 有 一 个 非 0 元 素 : 





à 0 ... 0 0 0 ... 0 00... 0 
0 0 ... 0 0 À ... 0 0 0 0 
Cag = : : : + : : : +...+ 。 . : 
0 0 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... Aw? (3-66) 
4 是 由 特征 向 量 行 组 成 的 ， 而 且 47 是 由 特征 向 量 列 组 成 的 。 所 以 我 们 可 以 写成 : 117 
ur" 
N? uzT 
A CggA = 5 (ua U2 UN2 ) C; . 
i=1 . 
una” (3-67) 


这 里 ， 和 矩阵 C, 的 第 i 个 对 角 元 素 是 非 0 且 等 于 和 。 由 例 3.11 的 结果 ， 我 们 有 : 


N? 
trace[AT Css A] = trace > oo 


i=1 
2 - + . 
2 Uil UilUi2 ... MUHU N2 
2 
Š Wi2Uil uiz ... Ui2USN2 
= trace > À; ' J 
i=1 . . > 
UiN2Uil UiN2Ui2 ... UiN2 
2 
2 u UilUi2 -21UEN2 
N Wi2U1i1 Au; ... U2U;N2 
= 》 A;trace . . | 
i 二 1 . : ; 
UiN2Usl UiN2Ui2 ... UIN 
N? 
= 2 2 2 
一 S A (uh + u +... + u;N2) 
i 二 1 


N? 
= y À; 
i=l (3-68) 


为 了 得 到 上 面 的 结果 ， 我 们 利用 了 事实 : 由 于 由 是 特征 向 量 ， 所 以 有 u tug +...+ 
u2, -1 ， 将 这 个 结果 应 用 到 式 (3-65)， 得 到 : 


N? K N? 
均 方 误差 = 2 和 -2 和 = 2 N 
i=l i=1 i=K+1 "(3-69) 


所 以 ， 当 一 个 图 像 由 它 的 截断 K-L 变 换 来 近似 的 时 候 ， 均 方 误差 等 于 相关 矩阵 所 忽 
略 的 特征 值 的 和 。 由 于 罗 是 降序 排列 的 ， 这 也 证 明了 均 方 误差 是 最 小 的 。 
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° 例 3.14 一 个 2 x 2 图 像 的 自 相关 矩阵 给 定 如 下 : 


3 0 — 0 
0 3 0 -1 
C= -1 0 3 0 
0 —i 0 3 


计算 出 图 像 的 变换 矩阵 4， 该 变换 矩阵 将 用 在 反 变换 中 近似 均 方 误 夸 为 2 的 图 像 。 
解 下 列 方程 ， 可 得 到 矩阵 的 特征 值 : 


—1 0 3 一 入 0 
0 —1 0 3 一 入 


-y [e-a -6-1)] -CD[e- 宁 -于 0 
B-14? fe -x -1]- [8-4-1] =0= 
[e -x? -1 =0> 


(3-1) (3-)+1}=0> 

(2 -AP (4 -A =0 > 

=4 = 4, à = 2, À = 2 
M1 = 4, A 和 2 3 4 (3-70) 


= 0> 


KFIEIKA = 4 的 特征 癌 量 为 : 


3 0 —1 0 71 Ti 371 — rs = 471 
0 3 0 —1 T2 To 37o2 — l4 = 472» 
= = 
Ü | | 4 目 > 一 T1 十 373 一 473 





一 1 0 3 
0 —1 0 3 —12 十 374 = 474 


t3 = 一 和 1，74 = —Z>, Tı = —Z3, Z2 = —T4 
; i (3-71) 


l 
选择 : x, = x; = 0, x; D X4 = Ja 


w. yal yal 
或 选择 : x; V2 3 N) 


,前 两 个 特征 向 量 为 : (0 L 0 - 工 ) 和 CL o 
所 以 ， 前 两 个 特征 阿 量 为 : (0 万 0 P” 0 万 0) 
119 它们 是 正 交 的 ， 对 于 特征 值 和 = 2 我 们 有 : 


3 0 —1 0 £i Ti 371 — T3 = 271 
0 3 0 —1 Ta _ T 372 — T4 = 275 
一 | 0 3 0 B = 2 B > —T1 十 3z3 = 2z3 > 
0 


T4 —zə + 374 = 274 


Z1 = Z3, T2 = L4, Tı = T3, T2 = T4 (3-72) 





; 1 
选择 : X, = x, = 0, m5 = y 
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我 们 不 需要 计算 第 4 个 特征 向 量 ， 因 为 我 们 只 对 近似 变换 矩阵 感 兴趣 。 通 过 设置 一 些 特征 


HEAO 0 0 0)， 重 构图 像 的 均 方 误差 等 于 相应 的 特征 值 的 和 。 在 这 种 情况 ， 如 果 我 们 的 变换 
矩阵 为 矩阵 A: 


1 1 
Jal 7z ° =,” 
0 Z 0 方 
0 0 0 0 


(3-73) 
误差 为 人 = 2 


例 3.15 显示 例 2.14 中 的 图 像 的 K-L 变 换 的 不 同 层次 。 
换 得 到 
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SS: 28 
n 7238523 
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es 
pr 
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图 3-2 64 个 特征 图 像 ， 每 幅 图 像 的 值 在 0~255 之 间 


在 图 3-3 中 的 8 幅 图 像 是 重 构 后 的 图 像 ， 是 分 别 用 8、16、24、32、40、48、56 和 64 幅 特征 
图 像 进 行 重 构 的 。 
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图 3-3 利用 图 3-2 中 前 8、16、24、32、40、48、56 和 
64 幅 特征 图 像 (从 左上 到 右 下 ) 进 行 重 构 后 的 图 像 


每 一 幅 重 构图 像 的 均 方 误差 的 和 是 : 
图 3-3a 的 误差 : h À, = 5365) 


64 
图 3-3b 的 误差 : We o = 3850) 


64 
图 3-3c 的 误差 : MNA = 2718) 
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64 
图 3-3d 的 误差 : 18505 À; = 1852) 
[m33 


图 3-3e 的 误差 : 11949 A, =1195) 


I=41 


64 
图 3-3f 的 误差 : 715( YU A, = 715) 


i=49 


64 
图 3-3g 的 误差 : 32% À; =321) 
I=5 7 


图 3-3h 的 误差 : 0 
注意 ， 重 建 后 图 像 的 均 方 误差 跟 所 忽略 的 特征 值 的 和 很 接近 。 


例 3.16 给 定 2 x 2 图 像 的 自 相 关 第 阵 如 下 : 


4 0 -1 0 
0 4 0 -1 
C=| i 0 4 0 
0 -1 0 4 


计算 图 像 的 变换 矩阵 4， 当 用 在 逆 变 换 时 ， 近 似 图 像 的 均 方 误差 等 于 6。 
首先 ， 找 出 矩阵 的 特征 值 : 








4—A O 一 1 0 
0 4-A 0 —1 | _ 
—1 0 4-A 0 = 0 => 
0 —1 0 4 一 入 
A—A 0 一 1 0 4- 和 A 一 ! 
(A=) 0 4- 和 A 0 [|-1|-1 0 0 |=0=> 
—1 0 4—A 0 -1 4-À 














4- M — 2 (4 — A] — [4 — À) — 1] = 0 = 
{4-A} -17 = 1=> (a- A-12(4- A+1)2=0=> 


À = Š 
A2 = 
Às = 3 
A4 = 3 


因为 允许 重 构图 像 后 的 误差 为 6， 所 以 不 需要 计算 特征 值 / = 3 所 对 应 的 特征 向量。 
特征 值 人 = $ 的 特征 阿 量 : 
4 0 一 上 0 71 Tı | Azı — zs = 5zi = Tı = T3 
0 4 0 -l z2 | -5| 2 | — 472 — T4 = 972 = T2 = —T4 
—1 0 4 0 加 — Ti — 473 = 573 = Tti = — T3 
0 —1 0 4 -T2 一 474 一 574 = t = — T4 
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. 1 1 
选择 X= x; = 0, x, = J’ X, = R. II FAE PEAREN, AE = x, = 0, 


l 
0 万 ' 太 ”万 。 那么 允许 重 构 后 的 误差 (等 于 所 名 上 略 的 特征 值 的 和 ) 为 6 的 变换 矩阵 为 : 


3.30 JARA 


如 果 将 一 幅 图 像 看 做 随机 过 程 中 所 产生 的 图 像 集中 的 一 个 实例 ， 我 们 也 可 以 用 特征 图 像 
的 线性 又 加 来 表示 ， 而 这 些 特征 图 像 适合 表示 图 像 集中 任意 一 幅 。 对 于 一 个 Nx N 的 图 像 ， 它 
有 多 达 和 个 这 样 的 特征 图 像 ， 但 如 果 用 奇异 值 分 解 (SVD) 的 方法 来 做 ， 我 们 只 需要 N 幅 特征 图 
像 。 这 两 种 方法 的 不 同 点 在 于 ， 用 入 个 特征 图 像 的 时 候 ， 我 们 可 以 表示 图 像 集 里 面 的 所 有 图 
像 ， 而 用 N 幅 特征 图 像 的 时 候 ， 我 们 只 能 表示 一 幅 图 像 。 如 果 特 征 图 像 按照 对 应 特征 值 的 降序 
排列 ， 截 断 它 的 某 些 项 ， 就 可 以 在 整个 图 像 集 上 面 ， 以 最 小 均 方 误差 的 要 求 近似 地 表示 原 图 
像 。 在 奇异 值 分 解 的 情况 下 ， 截 短 可 以 产生 最 小 均 方 误差 的 近似 。 

K-L 展 开 的 难题 在 于 遍历 性 的 假设 。 这 个 假设 要 求 ， 一 幅 图 像 的 空间 统计 性 质 跟 图 像 集 上 
面 的 空间 统计 性 质 是 一 样 的 。 如 果 考 虑 某 类 限定 的 图 像 ， 这 个 假设 很 明显 是 不 成 立 的 : 图 像 
不 是 一 个 随机 过 程 输出 的 简单 结果 ; 总 是 有 一 个 潜在 的 确定 性 部 分 使 这 个 假设 不 成 立 。 所 以 ， 
在 这 种 情况 下 ，K-L 变 换 将 更 多 的 重点 放 在 图 像 的 随机 部 分 上 面 。 如 噪声 ， 而 不 是 感 兴趣 的 部 
分 。 尽 管 如 此 ， 如 果 考 虑 很 多 幅 不 同 图 像 的 话 ， 在 图 像 集 上 面 的 每 一 个 像素 点 的 平均 灰 度 值 
都 是 相同 的 ， 遍 历 性 的 假设 也 是 近似 成 立 的 。 另 外 ， 如 果 图 像 集 表示 某 类 感 兴趣 的 图 像 ， 妃 
历 性 的 假设 也 就 没有 必要 了 : K-L 变 换 可 以 通过 整体 的 统计 计算 出 来 ， 可 用 于 定义 某 类 特殊 的 
图 像 的 泰勒 (taylor-made) 展 开 基 图 像 。 


本 
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第 4 章 图 像 增 强 


4.1 什么 是 图 像 增强 


图 像 增强 是 指 改 善 图 像 ， 以 使 图 像 主观 上 看 起 来 更 好 的 一 种 图 像 处 理 方法 。 虽 然 我 们 并 
不 关心 一 幅 图 像 的 内 容 是 什么 ， 但 是 我 们 关心 这 副 图 像 是 否 可 以 得 到 改善 。 比 如 ， 是 否 能 观 
察 到 更 多 的 细节 ; 是 否 能 去 掉 一 些 不 想 要 的 斑点 ， 是否 能 使 对 比 度 达到 更 好 ? 等 等 。 


4.2 如 何 增 强 图 像 


图 像 增强 的 方法 主要 取决 于 图 像 希 望 达到 的 特定 效果 。 一 般 来 说 ， 图 像 增 强 的 方法 分 为 
两 大 类 : 基于 图 像 灰 度 值 统计 的 方法 和 基于 图 像 空间 频率 的 方法 ， 


4.3 利用 图 像 的 灰 度 级 统计 进行 图 像 增强 有 了 哪些 方法 


° 用 直方 图 处 理 图 像 以 增强 对 比 度 。 
° 用 主 分 量 分 析 处 理 多 光谱 图 像 以 获得 最 大 对 比 度 。 
* 用 排序 滤波 器 去 除 图 像 噪声 。 


4.4 什么 是 图 像 的 直方 图 


图 像 的 直方 图 是 一 个 关于 图 像 砍 度 级 别 的 离散 函数 ， 描述 的 是 图 像 中 具有 该 灰 度 级 别 的 
像素 的 个 数 。 直 方 图 归 一 化 之 后 ， 该 函数 在 所 有 灰 度 级 上 的 离散 和 为 1， 此 时 ， 该 离散 函数 可 
看 成 是 图 像 中 具有 相同 灰 度 值 的 像素 出 现 的 概率 密度 函数 。 按 照 这 个 方式 ， 一 个 像素 的 砍 度 
值 就 是 在 随机 试验 过 程 中 的 一 个 随机 变量 。 


4.5 什么 时 候 有 必要 修改 图 像 的 直方 图 


假设 一 幅 图 像 不 能 观察 到 很 多 细节 。 原 因 很 可 能 是 图 像 中 不 同 的 对 象 或 同一 对 象 的 不 同 
部 分 拥有 相同 或 相近 的 灰 度 值 。 从 图 4-1 的 例子 可 以 看 到 ,“ 差 ”图 像 的 直方 图 很 窗 ， 而 “好 ” 
图 像 的 直方 图 则 要 平坦 许多 。 | 


4.6 如 何 修改 图 像 的 直方 图 


假设 原 图 图 像 灰 度 值 变量 为 r， 变 换 后 的 新 图 的 灰 度 值 变量 为 *。 我 们 希望 找到 一 个 变换 
s= T(r)， 使 得 图 4-1a 中 的 概率 密度 函数 p, (7) 变 换 成 图 4-1b 中 的 概率 密度 函数 p,(s)。 

由 于 p,(7) 是 随机 变量 为 :的 概率 密度 销 数 ， 原 图 灰 度 值 在 区 间 [r, r + dr] 上 的 像素 的 个 数 为 
p,(PDar。 又 因为 变换 使 得 原 区 间 [r,r + dr] 变 换 为 新 区 间 [s, s + ds]， 而 且 像 素 总 数 在 该 区 间 保 持 
不 变 ， 所 以 在 增强 后 的 图 像 中 、 灰 度 值 在 区 间 [s,s + dsl 上 的 像素 个 数 为 p(s)ds。 于 是 有 
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Pp,(s)ds = p, (r)dr (4-1) 
这 个 等 式 表 明 ， 给 定 函 数 p(s)， 就 可 定义 变量 为 r 的 变换 * = Tr). 


像素 的 个 数 像素 的 个 数 


灰 度 级 RER 
al)“ 差 ”图 像 的 直方 图 b)“ 好 ”图 像 的 直方 图 


4.7 什么 是 直方 图 均衡 化 


吉方 图 均衡 化 是 对 图 像 进 行 处 理 ， 使 得 图 像 直方 图 中 所 有 的 灰 度 级 别 尽量 拥有 相同 的 像 
素 个 数 。 也 就 是 说 ， 直 方 图 均衡 化 使 得 ps(s) = c， 其 中 c 为 常数 。 把 p(s) 代 入 式 (4-1) 并 两 边 积 
分 可 得 变换 y = T(r)。 由 于 式 (4-1) 恒 成 立 ， 于 是 可 以 对 式 (4-1) 两 边 从 0 到 任意 值 积分 ， 这 等 价 
于 两 个 随机 变量 s 和 "的 分 布 函 数 相等 ， 


f cds = 人 pr(r)dr = s = J1 Pr (4-2) 


文 里 ， 为 了 避免 混 滑 ， 我 们 用 x 代 赫 上 述 积分 变量 。 图 4-2a ~ 图 4-2d4 显 示 了 一 个 对 小 对 比 
度 图 像 进行 直方 图 均衡 化 的 例子 。 注 意 ， 原 图 4-2a 的 直方 图 4-2b 很 窗 。 而 执行 直方 图 均衡 化 之 
后 .吉方 图 4-2d 拉 伸 了 许多 ， 但 直方 图 并 没有 预料 中 那样 平坦。 也 就 是 说 ， 直 方 图 看 起 来 设 
那么 “均衡 ”。 


48 为 什么 直方 图 均衡 化 并 不 会 产生 具有 平坦 直方 图 的 图 像 


在 上 面 的 分 析 中 ， 我 们 假定 变量 s 和 r 是 连续 的 。 然 而 在 实际 中 ， 灰 度 级 却 是 离散 的 。 在 连 
续 形 式 下 ， 任 意 区 间 间 隔 [r, r + drl 上 都 有 无 穷 个 数 。 而 在 数字 图 像 中 ， 每 个 灰 度 值 区 间 范 围 
内 却 仅 有 有 限 个 像素 。 灰 度 区 闻 拉 伸 时 ， 区 间 内 的 像素 并 没有 增加 。 所 以 与 连续 形式 不 同 ， 
一 般 离 散 变换 不 能 产生 均匀 概率 密度 的 离散 值 ， 但 直方 图 均衡 化 以 后 ， 可 看 出 直方 图 有 趋 于 
平坦 的 趋势 ， 像 素 的 灰 度 值 几乎 能 分 布 在 整个 灰 度 区 间 ， 但 直方 图 并 不 平坦 。 


4.9 增强 图 像 使 它 具有 绝对 平坦 的 直方 图 是 否 可 能 


回答 是 肯定 的 ， 这 只 需 在 相 邻 灰 度 级 中 重新 随机 分 布 像素 。 这 种 方法 称 为 随机 增生 
(random addition) 式 直 方 图 修正 法 。 考 虑 一 个 简单 的 例子 ， 设 原 图 中 有 Ni 个 灰 度 值 为 8 的 像 
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Ko ANDRERIK, ETERRA A EMED, 使 得 增强 的 图 像 中 灰 度 
值 为 8 、8, 和 &; 的 像素 分 别 有 (Ni + N2)/3 个 ， 而且 变 换 时 假定 把 g, 变 换 成 & 。 事 实 上 ， 在 进行 
图 像 变 换 后 ， 我 们 发 现 灰 度 值 为 、&8, 和 名 的 像素 个 数 分 别 为 N. NMN, h N, > 
(Ni + N2)/3, N, < (N, + N>/3. N, < (N, + 和 N)/3。 此 时 ,我们 可 以 随机 取出 (Ni +N2)/3- Ñ. ^ 
灰 度 值 为 8 的 像素 ， 使 其 变换 成 灰 度 值 为 8; 的 像素 。 接 着 ， 我 们 随机 取出 N -(N + N2)/3 个 
灰 度 值 为 8 的 像素 ， 使 其 变换 成 灰 度 值 为 8; 的 像素 。 因 此 ， 图 像 增强 能 使 其 具有 绝对 平坦 的 
直方 图 。 图 4-2e 和 图 4-3c 就 是 应 用 随机 增 量 式 直 方 图 修正 法 的 例子 。 


像素 的 个 数 
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灰 度 级 
b) 原 图 的 直方 图 


像素 的 个 数 





c) 直方 图 均衡 化 后 的 图 像 d) 图 像 直方 图 均衡 化 后 的 直方 图 





38 
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Se 260 
hg 
$€ xm 
Ç 灰 度 级 
e) 随机 增 量 式 直方 图 修正 法 处 f) 随机 增 量 式 直 方 图 修正 法 处 
理 后 的 图 像 理 后 的 直方 图 


图 4-2 用 直方 图 均衡 化 进行 图 像 增 强 
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a) 直方 图 压 张 化 后 的 图 像 b) 图 像 直方 图 夸张 化 后 的 直方 图 
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说 m: 
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c) 随机 增 量 式 直方 图 他 张 化 d) 随机 增 量 式 直 方 图 夸张 化 
处 理 后 的 图 像 处 理 后 的 直方 图 


图 4-3 对 图 4-2a 的 图 像 进 行 参数 w = 0.5 的 直方 图 夸张 化 


410 如 果 我 们 不 想 要 一 幅 有 绝对 平坦 直方 图 的 图 像 应 该 怎么 做 
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= J saya = | rods 
这 里 ， 为 了 避免 混 活 ， 我 们 用 x 和 y 代 赫 上 述 积分 变量 。 上 式 决定 随 r 的 变化 关系 。 由 于 
POCA (项 望 得 到 的 直方 图 )， 等 式 左边 可 改写 为 一 个 变量 为 的 函数 A(s)， 类 似 地 ， 等 式 有 
边 可 改写 为 一 个 变量 为 /的 函数 (站 。 于 是 
(e) = fs(r) =s £ A o) (4-3) 
实际 上 ， 我 们 可 以 引入 一 个 中 间 变 换 3 


= | r(Z)d 
w J Dr(Z)dz 3 
这 个 变换 给 出 了 直方 图 均衡 化 w 的 值 ， 显 然 有 


， ps(y)dy = u 
0 (4-5) 
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IZAK F£ uH f a TE38 w = Ti(s)， 这 正 是 我 们 希望 得 到 的 结果 。 因 此 ， 上 述 处 
理 过 程 可 分 为 三 步 : | 

1 ) 对 给 定 图 像 热 行 直方 图 均衡 化 。 

2) 根据 希望 得 到 的 直方 图 求 得 变换 图 数 w = Ts). 

3) 对 w = 72(s) 求 得 反 变 换 ， 并 把 第 1 步 直 方 图 均衡 化 的 结果 代入 反 变 换 。 

图 4-3a 和 图 4-3b 显 示 了 对 图 4-2a 的 图 像 执 行 上 述 方法 的 结果 。 这 个 直方 图 由 ps(s) = ae p= 
生 ， 其 中 a 为 一 正常 数 。 结 果 是 增强 了 低 灰 度 级 别 值 ， 同 时 减少 了 高 灰 度 级 别 值 。 图 4-3b 显 示 
了 这 一 结果 ， 但 此 时 是 离散 的 ， 只 能 看 到 一 个 趋势 。 而 图 4-3d 执 行 了 随机 增 量 式 直方 图 夸张 
化 方法 ， 处 理 结果 就 很 容易 看 出 来 。 


4.11 为 什么 除了 进行 直方 图 均衡 化 之 外 还 希望 实现 其 他 的 操作 


或 许 ， 为 了 实现 某 些 特 定 的 效果 ， 我 们 需要 突出 图 像 的 某 些 灰 度 值 。 由 于 人 眼 对 图 像 中 
不 同 亮度 的 观察 是 有 差异 的 ， 为 了 弥补 这 一 差异 ， 我 们 需要 突出 图 像 的 某 些 灰 度 值 。 这 也 征 
我 们 执行 直方 图 夸张 化 的 原因 : 直方 图 夸张 化 能 产生 更 满意 的 图 像 。 





pr(r)= Ae” 
其 中 ，/ 为 从 0 到 5 变化 的 灰 度 级 变量 ，A 为 归 一 化 因子 。 计 算 变换 s = T(r)， 其 中 s 为 变换 图 
像 的 灰 度 级 ， 使 得 变换 图 像 的 概率 密度 函数 为 
ps(s) = Bse 


其 中 ，s 的 变化 范围 为 0 到 b， 妃 为 某 一 归 一 化 因子 。 
用 式 (4-U 可 以 算出 * = T) 


Bse-s ds = 4e-rdr | 
对 等 式 两 边 积分 ， 可 以 得 到 关于 变量 s 和 r 的 分 布 函数 的 等 式 。 为 了 避免 混淆 ， 我 们 在 左边 
用 > 代替 积分 变量 ， 右 边 用 x 人 代替 积 分 变量 : | 
B Í ye~” dy = À f e 07 
° ° (4-6) 


式 (4-6) 左 边 为 








o 2 (4-7) 
式 (4-6) 右 边 为 


(4-8) 


102 £ 4 + 


把 式 (4-7) 和 式 (4-8) 代 入 式 (4-6) 有 : 


l- e 
2 





= SG — e”) => 
2A 


-° =1- (1— er) = 
e 一 1 一 -一 (一 
gte 





4.12 ”如果 图 像 的 对 比 度 不 均一 该 如 何 处 理 


上 述 讨论 的 图 像 增 强直 方 图 处 理 方法 是 全 局 性 的 ， 也 就 是 说 ， 直 方 图 是 基于 整 幅 图 像 像 
素 的 变换 而 修改 的 。 但 是 ， 一 幅 图 像 的 不 同 部 分 可 能 有 不 同 的 图 像 质量 。 例 如 ， 一 幅 图 像 仅 
在 图 像 中 间 部 分 有 一 很 宽 的 阴影 带 ， 而 图 像 的 顶部 和 底部 都 很 清晰 。 这 种 情况 下 ， 解 决 的 办 
法 就 是 用 上 述 技术 对 图 像 执行 局 部 处 理 ， 用 一 个 邻 域 窗口 去 扫描 图 像 ， 直 方 图 局 部 处 理 仅 在 
这 个 窗口 中 进行 ， 即 仅 在 此 窗口 内 修改 图 像 像素 的 灰 度 值 。 现 在 已 有 许多 有 效 的 局 部 处 理 的 
算法 出 现 。 

图 4-4a 显 示 了 -一 幅 需要 执行 局 部 图 像 增强 的 经 典 图 像 。 这 幅 图 像 是 在 室内 向 着 窗口 拍摄 
的 ， 因 此 图 像 中 窗外 那 部 分 的 质量 是 好 的 ， 但 室内 则 明显 曝光 不 够 。 图 4-4b 显 示 了 对 图 4-4a 执 
行 全 局 直方 图 均衡 化 后 的 图 像 、 我 们 虽然 能 看 到 室内 的 细节 部 分 ， 但 却 把 窗外 部 分 过 度 曝光 
了 ， 显 然 这 个 结果 不 能 让 我 们 湖 意 。 图 4-4c 显 示 了 执行 局 部 直方 图 均衡 化 后 的 图 像 ， 这 幅 图 
像 的 整体 亮度 看 起 来 要 均衡 很 多 。 这 里 我 们 用 的 窗口 的 大 小 是 40 x 40， 而 原 图 的 大 小 为 400 > 
400。 此 时 图 像 给 我 们 的 印象 是 没有 任何 部 分 是 曝光 不 足 或 曝光 过 度 的 。 但 事实 上 ， 也 有 一 小 
部 分 图 像 看 起 来 是 损坏 了 : 在 图 像 的 底部 和 图 像 顶 部 的 一 小 部 分 。 这 是 因为 原 图 中 这 一 部 分 
的 光线 严重 不 足 ， 本 来 就 没有 记录 太 多 的 细节 ， 于 是 在 这 个 图 像 增 强 的 过 程 中 ， 我 们 同时 也 
把 斑点 和 噪音 增强 了 。 这 个 效果 在 图 4-5 中 表现 得 更 加 明显 。 局 部 直方 图 均衡 化 (结果 为 图 


使 得 图 像 的 这 部 分 增加 了 原本 没有 的 图 像 内 容 。 

图 4-6c 显 示 了 用 图 4-6a 执 行 局 部 直方 图 增强 产生 的 结果 ， 这 个 结果 与 上 述 用 局 部 直方 图 处 
理 能 得 到 更 满意 的 结果 不 一 样 。 图 4-6a 是 一 幅 在 捷克 共和 国 的 Karlstejn 城 堡 前 拍摄 的 图 像 ， 图 
像 背 景 部 分 是 城堡 平坦 的 灰色 墙 。 我 们 增强 图 像 左边 黑色 区 域 时 发 现 ， 采 用 局 部 直方 图 均衡 
化 护 大 了 墙 每 一 部 分 的 微小 变化 ， 使 得 墙 看 起 来 跟 粗 糙 的 岩石 外 表 差不多 。 尽 管 我 们 处 理 时 
以 为 采用 局 部 直方 图 均衡 化 会 产生 更 好 的 结果 ， 但 事实 上 ， 采 用 全 局 直方 图 均衡 化 产生 的 图 
像 要 好 得 多 。 


和 和 
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a) 原 图 b) 全 局 直方 图 均衡 化 处 理 后 





c) 局 部 直方 图 均衡 化 处 理 后 d) 局 部 增强 处 理 后 


图 4-4 年 轻 驾驶 员 图 像 的 增强 


4.13 对 直方 图 的 操作 是 否 还 有 其 他 的 方法 


回答 是 肯定 的 ， 我 们 可 以 选取 分 布 在 窗口 内 的 像素 的 均值 和 标准 差 。 记 以 像素 点 (x, VA 
中 心 的 窗口 内 像素 的 灰 度 值 均值 为 m(x, y)， 窗 口内 像素 的 方差 为 ol(x, y), RRAC, y) 的 灰 度 
值 为 f(x, y)。 于 是 每 一 个 窗口 内 方差 的 增强 变换 为 : 
g(x,y) = A[f(z,v) 一 mm(z,y)] + m(z,y) (4-9) 
其 中 4 是 比例 因子 。 
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其 中 K 是 常量 ，M 是 整 幅 图 像 的 平均 灰 度 值 。 





a) 原 图 b) 全 局 直方 图 均衡 化 处 理 后 





c) 局 部 直方 图 均衡 化 处 理 后 d) 局 部 增强 处 理 后 


r 


图 4-5 伍 珀 塔 尔 (Wupertal) 磁悬浮 列车 图 像 的 增强 


图 4-4d 显 示 了 对 图 4-4a 中 的 图 像 执行 E= 3 和 窗口 大 小 为 5 x 5 的 处 理 的 结果 。 注 意 到 ， 此 时 
虽然 图 像 的 细节 很 清楚 ， 但 是 整 幅 图 像 大半， 这 不 能 让 人 满意 。 图 4-5d 和 图 4-6d 分 别 显示 了 
对 图 4-5a 和 图 4-6a 中 的 图 像 执 行 增 量 式 直方 图 均衡 化 处 理 的 结 霖 。 
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a) 原 图 ' b) 全 局 直方 图 均衡 化 处 理 后 





c) 局 部 直方 图 均衡 化 处 理 后 d) 局 部 增强 处 理 后 


图 4-6 Karlstejn 城 堡 图 像 的 增强 


4.14 如 何 提高 多 光谱 图 像 的 对 比 度 


- 幅 多 频带 图 像 (multiband image)、 多 光谱 图 像 (multispectral image ) 或 彩色 图 像 由 几 
个 相同 尺寸 的 图 像 分 量 构成 ， 每 一 图 像 分 量 对 应 一 频谱 分 量 。 每 一 图 像 分 量 都 是 带 有 特定 频 
谱 的 灰 度 图 像 ， 其 灰 度 值 表示 该 像素 在 这 个 频带 上 的 亮度 。 一 个 我 们 熟悉 的 例子 就 是 有 三 个 
频带 的 红 ( R)、 绿 (G)、 蓝 (B) 彩 色 图 像 。 每 幅 图 像 都 有 三 个 频带 ， 对 应 三 幅 灰 度 图 像 分 量 。 换 
句 话说 ， 彩 色 图 像 上 的 每 个 像素 都 有 三 个 分 量 值 ， 用 三 维 空间 的 向 量 表 示 。 其 中 ， 每 个 频 市 
对 应 三 维 空间 的 一 个 坐标 分 量 。 显 然 ， 彩 色 图 像 的 像素 在 彩色 坐标 空间 形成 点 得。 

如 果 我 们 只 拿 其 中 一 个 频谱 分 量 来 进行 处 理 ， 那 么 我 们 将 会 选择 那个 带 有 最 多 细 广 、 拥 
有 最 大 对 比 度 且 灰 度 值 分 布 最 广 的 频谱 分 量 。 
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像素 值 的 最 佳 延 伸 方 向 可 能 并 不 是 某 个 坐标 轴 方 向 ， 而 是 另外 一 个 方向 (如 图 4-7a 所 示 )。 
为 了 识别 这 个 方 同 ， 我 们 就 要 对 图 像 进行 主 分 量 分 析 (principal component analysis) 即 执行 
K-L 变 换 。 





a) b) 


图 4-7 彩色 图 像 的 像素 在 彩色 坐标 空间 形成 点 簇 。 
皮 秘 的 最 佳 延伸 方向 并 不 平行 于 任 一 坐标 轴 


4.15 什么 是 主 分 量 分 析 


主 分 量 分 析 ( 即 K-L 变 换 ) 是 一 个 坐标 系 的 线性 变换 。 变 换 使 得 新 坐标 系 三 个 轴 的 方向 分 
别 与 像素 点 敌 分 布 的 三 个 最 大 延伸 方向 一 致 。 新 坐标 系 中 不 同 坐 标 轴 上 的 点 是 不 相关 的 ， 这 
就 是 说 ， 由 像素 的 三 个 向 量 分 量 所 构成 的 三 个 灰 度 图 像 是 完全 不 相关 的 。 

4.16 本 章 讨论 的 K-L 变 换 和 第 3 章 所 讨论 的 有 什么 联系 


通过 分 析 随 机 结果 集 ， 两 者 都 能 产生 不 相关 的 图 像 分 量 。 但 是 ,在 第 3 章 中 ， 整 幅 图 像 被 

看 成 一 个 随机 试验 的 结果 ， 而 无 其 他 随机 结果 可 用 。 其 他 结果 不 可 用 性 可 由 随机 遍历 性 假定 

+f. 所 以 ， 尽 管 整体 统计 是 基于 单 幅 图 像 进行 空间 统计 的 ， 但 他 假定 为 是 基于 所 有 图 像 进 

行 平均 计算 所 得 到 的 。 本 章 中 ， 单 个 像素 值 是 一 个 随机 试验 的 结果 ， 而 且 我 们 对 图 像 所 有 像 
于 进 行 辐 样 的 处 理 ， | 


4.47 如 何 实现 主 分 量 分 析 
为 了 实现 主 分 量 分 析 ， 必须 先 把 数据 的 协 方差 矩阵 对 角 化 。 随机 试验 的 自 协 方差 函数 为 : 
C(i,j) = Bl(zi(k,) — zio)(z;(k,]) — z;o)) | 
其 中 xi(k, D) 为 像素 点 (k, DERRE, ARR EE, x(k, DARRAK, 0 在 /频带 
的 值 ，x 为 频带 的 平均 值 。 上 述 公式 也 可 表示 为 : 


Chii) = + 1 SY iail, l) — zi0) (zj(h, l) — zj0) 
k=1 I=1 (4-10) 


—— a =. m unra s e w... 


人 7 


因为 图 像 有 R、G、B 三 个 频带 ， 所 以 变量 i 和 只 有 三 种 取 值 ， 协 方差 抢 阵 为 3 x 3 和 矩阵。 又 
由 于 数据 不 相关 ， 所 以 C 是 一 个 对 角 化 的 矩阵 ， 即 当 i*j 时 有 C(i, 站 = 0。 为 了 达到 这 个 目的 ， 
必须 用 由 原 数 据 的 协 方差 矩阵 的 特征 向 量 构 成 的 变换 矩阵 对 数据 进行 变换 。 处 理 步骤 如 下 : 

1) 在 彩色 空间 中 找到 分 布点 的 均值 ， 记 为 (Ro, Go, Bo)。 

2) 在 每 个 相应 的 频带 上 减 去 平均 灰 度 值 。 这 等 价 于 把 RGB 坐 标 系 的 中 心 移 至 点 分 布 的 中 
心 ( 见 图 4-7b 中 的 坐标 轴 R'G'B')。 

3) 算出 原 分 布 的 自 相关 和 什 阵 C(i, 站 (其 中 i 和 的 取 值 范围 为 R、G、B)。 

4) 找 出 矩阵 C(i, 刀 的 特征 值 并 降序 排列 。 用 相应 的 特征 向 量 作为 行 ， 得 到 特征 向 量 和 扼 
BEA. 


(RN (B.Y x 
5) 用 人 矩阵 A 变换 原 分 布 。 Hysa =R |C 变换 为 "|w 


yx = Y asxi ° 


这 是 一 个 线性 变换 。 新 的 “颜色 ”是 原来 三 种 颜色 亮度 值 的 线性 组 合 ， 所 以 第 一 个 主 分 
量 包 含 图 像 的 大 部 分 信息 〈 见 图 4-7b ) 。 


4.18 使 用 主 分 量 来 表示 图 像 的 优点 是 什么 


使 用 主 分 量 来 表示 图 像 的 优 氮 是 : 

1) 使 用 一 定 的 比特 数 ， 每 一 频带 传输 的 信息 是 最 大 的 ， 因 为 频带 是 不 相关 的 ， 而 且 一 个 
频带 的 信息 不 能 通过 其 他 频带 预测 得 到 。 

2) 如 果 采 用 单 色 图 像 ， 可 以 只 取 第 一 主 分 量 ， 这 样 不 但 能 保证 图 像 有 最 大 的 对 比 度 ， 而 
且 能 保证 用 单个 频带 能 传输 最 可 能 多 的 信息 。 

图 4-8 显 示 了 一 个 主 分 量 分 析 的 例子 。 虽 然 初 看 起 来 ， 图 4-8a、4-8b、4-8c 和 4.8d 好 像 没 有 
什么 大 的 差别 ， 但 通过 认真 观察 ， 我 们 会 发 现 第 一 主 分 量 图 像 结合 TR、G、B 三 个 频带 的 最 
好 特征 : 比如 ， 图 4-8b 和 图 4-8c 中 男孩 的 脸 的 对 比 度 要 比 图 4-8a 中 的 要 高 ， 图 4-8a 和 图 4-8b 中 
男孩 的 右 腿 的 对 比 度 要 比 图 4-8c 中 的 要 高 ; 而 在 图 4-8d 中 ， 上 述 两 个 地 方 都 有 很 好 的 对 比 度 。 
类 似 地 ， 在 图 4-8a 和 图 4-8b 中 ， 裤 子 和 地 面 不 存在 对 比 ， 而 图 4-8c 中 有 明显 地 对 比 ， 这 个 对 比 
在 图 4-8d 中 同样 有 显示 。 


4.19 主 分 量 分 析 的 缺点 是 什么 


由 主 分 量 分 析 构 成 的 频带 ， 其 上 的 灰 度 值 并 没有 物理 意义 ， 它 们 并 不 是 任何 自然 的 颜色 。 
因此 ， 不 能 简单 地 用 像素 的 灰 度 值 来 对 像素 进行 分 类 。 这 个 性 质 在 根据 像素 灰 度 值 进 行 分 类 
的 遥感 应 用 中 ， 表 现 得 相当 准确 。 例 如 ， 在 一 个 主 分 量 频带 中 , 代表 水 的 像素 可 能 会 比 图 像 中 
代表 其 他 内 容 的 像素 更 暗 或 者 更 亮 ， 这 个 性 质 在 不 同 的 光谱 频带 中 具有 一 致 性 。 遥 感 科学 家 
知道 这 个 性 质 ， 所 以 用 它 来 做 识别 。 
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a) 红 分 量 b) 绿 分 量 c) 蓝 分 量 





d) 第 一 主 分 量 e) 第 二 主 分 量 f) 第 三 主 分 量 


图 4-8 一 幅 彩 色 图 像 的 主 分 量 分 析 





° 例 4.2 下 述 和 矩阵 C 是 某 一 具有 三 频带 的 图 像 的 自 协 方差 矩阵 吗 ? 


@ 
-1 0 1 
C= 0 1 =2 
—2 2 0 


根据 式 (4-10)， 可 知 C 肯 定 是 对 角 元 素 为 正 的 对 称 和 矩阵 ， 所 以 上 述 矩 阵 C 不 可 能 是 未 一 图 
139| ” 像 的 自 协 方差 矩阵 。 


例 4.3 设 一 个 三 频带 的 图 像 的 频带 分 别 是 绿 、 蓝 和 红 , 他 们 各 自 的 灰 度 值 均 值 分 别 为 3、2 和 3 
其 自 协 方差 第 阵 为 : 


ONO 
N O = 


又 设 一 个 像素 在 这 绿 、 蓝 和 红 三 频带 中 的 灰 度 值 分 别 为 5、3 和 4， 那 么 这 个 像素 在 图 像 执 
行 主 分 量 分 析 后 的 三 个 主 分 量 频 带 上 的 值 分 别 是 多 少 ? 
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图 像 培 器 
首先 我 们 计算 矩阵 8 的 特征 值 : 
2- 入 0 1 
0 2- 入 0 |=0 
1 0 2 一 》 








> (2— X — (2 — A) = 0 > (2 — A) [2-2 — 1| = 0 
> (2— )(1-— AG - A) = 0 


Bk, Ai=3, 2=2, A= 1。 于 是 相应 的 特征 值 为 : 














2 0 1 21 tı 271 + £3 = 371 r = > 
0 2 0 z |=3[ t2 | > 2z> = 3z> 一 i _ 5 = 
1 0 2 T3 T3 71 + 2z3 = 3z3 2 
1 
J 
= U1 一 | 0 ) 
| 2 
2 0 1 Tı Tı 2741 + z3 = 271 l 
0 2 0][|z |=2[] z: | > 2z>= 22r 了 0 |> 
1 0 2 T3 T3 zi + 273 = 273 1 3 


0 
= Uz = 1 
of 


Tti = —T3 
z> = 0 


1 

2 

= us = 0 
1 

v2 


= 








2 0 1 Ti £1 27X1 + Z3 = T] 
0 2 0 T2 = | T2 = 272 = T2 
1] 0 2 T3 T3 21 + 2£3 = T3 


A 0 J 
| Ó 1 7) 
_J 0 了 
V2 V2 


OZ 


例 4.4 一 个 4x 4 三 频带 的 图 像 如 下 所 示 : 


3 3 5 6 3 2 3 4 4 2 3 4 
{3445 {1536 [1 4 2 4 
R=|4 5 5 6| S=|a 5 36| 2 ]|4 3 3 5 

4 5 5 6 2 4 4 5 2 3 5 5 

计算 图 像 的 三 个 主 分 量 并 证 明 三 个 分 量 不 相关 。 
首先 我 们 计算 每 一 频带 的 均值: 

1 
Ro = g8 +3+t5+6+3+4+4+5+4+5+5+6+4+5+5+6) 

73 
= — = 4.5625 

16 5 
Go = 区 B+2+3+4+1+5+3 二 6+4 二 5 二 3 十 6 十 2 十 4 十 4 十 

60 
= — = 83.75 

16 3 
Bo = ș(4+2+3+4+1+4+2+4+4+3+3+5+2+3+5 +5) 

90 
= ig 7 335 


141 接着 我 们 计算 协 方 差 矩 阵 的 元 素 : 


4 4 
1 2 
= — — = 0.996094 
] 4 4 
= — — k,l) — Go) = 0.953125 
Cra = gg 2o RRD RGD — Go) 
] 4 4 
二 一 》》， 一 D — Ba) = 0.726563 
CRB 16 人 (R(k,l) Ro)(B(k, ) 0) 
1 í é 2 
Caa 16 > > (G(k,l) — Go) 93 
pá 4 
= >P — ,1) — Bo) = 1.28125 
1 4 é 2 
CBB = = 2 ' YO (B(k,l) — Bo) = 1.359375 


a 
II 
p= 
< 
lI 
本 


因此 ， 协 方差 矩阵 为 : 


0.953125 1.937500 1.281250 
0.726563 1.28125 1.359375 


(ora 0.953125 | 
C 一 


A t 39 a 111 





这 个 矩阵 的 特征 值 为 : 


Al1 = 3.528765 À> = 0.435504 A3 = 0.328700 


相应 的 特征 向 量 为 : 
0.427670 0.876742 0.220050 
ul = | 0.708330 u> = 一 0.173808 us = 一 0.684149 
0.561576 一 0.448457 0.695355 
因此 ， 变换 矩阵 为 : 
0.427670 0.708330 0.561576 
A = 0.876742 —0.173808 —0.448457 
0.220050 —0.684149 0.695355 


用 该 矩阵 对 每 一 个 像素 值 进行 变换 ， 可 得 图 像 的 主 分 量 。 例 如 ， 我 们 对 图 像 前 几 个 像素 


的 变换 为 : 
5.654302 0.427670 0.708330 0.561576 3 
0.314974 | = | 0.876742 —0.173808 —0.448457 3 
1.389125 0.220050 —0.684149 0.695355 4 
3.822820 0.427670 0.708330 0.561576 3 
1.385694 | = | 0.876742 —0.173808 —0.448457 2 
0.682562 0.220050 —0.684149 0.695355 2 
5.948065 0.427670 0.708330 0.561576 5 
2.516912 | = | 0.876742 —0.173808 -0.448457 3 
1.133874 0.220050 —0.684149 0.695355 3 


变换 后 ， 用 三 维 向 量 表示 的 像素 的 第 一 个 元 素 组 成 了 原 图 像 的 第 一 主 分 量 ， 第 二 个 元 素 
组 成 了 原 图 像 的 第 二 主 分 量 ， 同 样 ， 第 三 个 元 素 组 成 了 原 图 像 的 第 三 主 分 量 。 因 此 ， 我 们 有 : 


5.654302 
2.552915 
6.790301 
4.250490 
0.314974 
2.007960 
1.017905 
2.262436 


° 1.389125 
0.671360 
0.925027 
0.902617 


0.682562 
0.240878 
—0.234424 
0.449725 


3.822820 
7.498631 
7.364725 
6.656395 
1.385694 
0.844099 
2.169300 
2.343106 


5.948065 
4.958820 
5.948065 
7.779546 
2.516912 
2.088630 
2.516912 
1.446188 


1.133874 
0.218468 
1.133874 
1.840433 


7.645640 
8.634631 
9.623876 
8.915546 
2.771389 
1.547035 
1.975317 
2.149123 


1.365131 


—0.223219 


0.692187 
1.376336 


为 了 证 明 三 个 新 频带 上 的 数据 不 相关 ， 应 该 计算 新 数据 的 自 协 方差 矩阵 。 首 先 ， 我 们 计 
算出 每 个 频带 的 均值 : Po. Pos Pao, 接着 我 们 计算 : 


ee 
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4 4 
_ 1 .. 2 
Caa = 元 > > (Pi (i,j) — Pio)” = 3.528765 
1 4 4 
Cri = 7g 2 2 (Pij) — Pio) (Pel, j) — Pao) = 0.0 
¿=1 j=1 
1 4 4 
CPP = 16 y ` Y (P,(,j) — Pio)(P3 (z, j) — Po) = 0.0 
i=l j=l 
1 4 4 
CPP = 16 > ` (P(i, j) ~ Po) = 0.435504 
i=l j=1 
1 4 4 
Cppm = zg 2 2 (PD) Pb)(PsG,j) — Ps) = 0.0 
i=1 j=1 
1 4 4 
. °. 2 
Cre = s Y Y (P(i, j) — Pyo) = 0.328700 


i=l j=1 


我 们 可 以 看 到 ， 这 个 协 方差 矩阵 是 对 角 化 的 ， 所 以 三 个 新 频带 上 的 数据 是 不 相关 的 。 


例 4.5 证 明 例 4.4 中 图 像 的 第 一 主 分 量 比 任何 一 个 原 频 带 有 更 好 的 对 比 度 。 

一 幅 图 像 的 对 比 度 可 用 灰 度 值 的 取 值 范围 宽度 来 描述 。 原 图 中 ， 红 频带 的 取 值 范围 宽度 
为 3， 绿 频带 为 5S， 蓝 频带 为 4。 而 在 第 一 主 分 量 中 ， 灰 度 值 的 取 值 范围 宽度 为 : 9.623876 一 
2.552915 =7.070961。 显 然 ， 第 一 主 分 量 的 宽度 比 先 前 的 要 大 。 





4.20 有 一 些 增强 了 对 比 度 的 图 像 看 起 来 噪声 很 明显 。 如 何 处 理 这 种 情况 


的 确 ， 如 图 4-4c、 图 4-5c 和 图 4-6c 显 示 ， 在 执行 局 部 直方 图 均衡 化 后 ， 那 些 具有 相同 颜色 
的 大 块 区 域 的 窗口 的 噪声 得 到 加 强 。 因 为 这 些 像素 的 灰 度 值 取 值 范围 延伸 到 0~255 整 个 取 值 范 
围 ， 所 以 噪声 也 相应 地 增强 了 。 因 此 我 们 必须 对 图 像 进行 再 处 理 ， 对 一 些 噪声 降 品 。 降 噪声 
的 方法 取决 于 给 定 图 像 中 噪声 的 类 型 


4.21 图 像 噪声 的 类 型 有 哪些 


噪声 有 很 多 种 。 但 是 ， 它 们 可 以 分 为 两 大 类 : mkA (additive noise) 和 来 性 噪声 
( multiplicative noise)。 光 照 变 化 就 是 一 个 乘 性 噪声 的 例子 。 乘 性 噪声 也 许 是 图 像 中 最 普通 
的 噪声 。 加 性 噪声 通常 表现 为 脉冲 骂 声 (impulse noise) AMRA (Gaussian noise)。 图 
4-9a 显 示 了 一 幅 被 脉冲 噪声 污染 的 图 像 ， 图 4-9b 显 示 了 一 幅 被 零 均 值 的 加 性 高 斯 噪声 污染 的 
图 像 。 

陈冲 噪声 随机 改变 一 些 像素 值 。 在 二 值 图 像 中 表现 为 使 一 些 像素 点 变 白 ， 使 一 些 像 素 瓜 
变 黑 。 这 就 是 为 什么 脉冲 噪音 被 称 为 是 椒盐 嗓 声 (salt and pepper noise)。 零 均值 的 加 性 高 其 





噪声 
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i 征 指 将 一 个 由 零 均 值 的 高 斯 概率 密度 函数 刻 








) 用 中 值 滤 波 器 对 图 a) 滤波 的 结果 





e) 用 均值 滤波 器 平 涡 图 a) 的 结 末 
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噪声 加 到 每 个 像素 中 。 


咒 声 
RF o 





b) 被 加 性 高 斯 噪声 污染 的 图 


) 用 均值 滤波 器 平滑 图 b) 的 结 采 


图 4-9 用 滤波 器 降 吕 的 例子 
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4.22 什么 是 排序 滤波 器 


排序 滤波 器 是 指 其 输出 值 依赖 于 根据 滤波 器 窗口 内 像素 灰 度 值 的 排序 顺序 的 滤波 右 。 最 
常见 的 例子 就 是 中 值 滤波 器 (median filter). 
图 4-10 显 示 了 用 中 值 滤波 器 对 图 4-4c 和 图 4-5c 中 的 图 像 进行 降 噪 声 的 结 采 。 
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a) 用 中 值 滤 波 絮 增强 图 4-4c b) 图 4-5 c 中 的 图 像 (窗口 大 小 为 3 x 3) 


图 4-10 


4.23 什么 是 中 值 滤波 


一 个 数值 集合 的 中 值 是 指 该 集合 中 能 把 这 个 集合 等 分 成 两 部 分 的 一 个 元 素 ， 它 使 得 其 中 
一 部 分 的 值 全 部 小 于 等 于 中 值 ， 而 另外 一 部 分 的 值 全 部 大 于 或 等 于 中 值 。 例 如 ， 在 一 个 5 x 5 
的 窗口 中 ,一 共有 25 个 灰 度 值 ， 把 这 些 灰 度 值 按 升序 排序 ， 那 么 中 值 就 是 序列 中 的 第 13 个 值 。 
这 样 ， 中 值 滤波 器 使 得 其 邻 域 拥有 不 同 灰 度 值 的 点 更 接近 于 它 的 邻 域 点， 因此 它 能 消除 一 些 
孤立 像素 上 后。 

图 4-9c 显 示 了 用 窗口 大 小 为 5 x 5 的 中 值 滤波 器 对 图 4-9a 中 的 图 像 进行 处 理 的 结 末 ， 而 图 
4-9d 显 示 了 用 同样 的 方法 对 图 4-9b 中 的 图 像 (被 高 斯 噪声 污染 的 图 像 ) 进行 处 理 的 结 采 。 亚 
然 ， 中 值 滤波 器 几乎 能 把 脉冲 噪声 完全 去 除 挥 。 


4.24 如 果 图 像 的 噪声 不 是 脉冲 的 应 该 怎么 办 


图 像 中 最 普通 的 噪声 就 是 高 斯 噪声 。 我 们 能 用 平滑 图 像 达到 去 除 高 斯 噪声 的 目的 。 例 如 ， 
图 像 在 各 点 的 像素 值 可 以 用 以 该 点 为 中 心 的 平滑 滤波 窗口 内 的 像素 平均 值 代替 。 图 4-9e 和 图 
4-9f 分 别 显示 了 对 图 4-9a 和 图 4-9b 执 行 平 滑 滤 波 的 结果 ， 平 滑 滤 波 窗口 跟 中 值 滤波 窗口 大 小 相 
同 ， 都 为 5 x 5。 我 们 注意 到 ， 这 种 平滑 滤波 对 降低 高 斯 噪声 十 分 有 效 ， 而 对 于 脉冲 噪声 则 设 
有 那么 好 的 效果 。 平 滑 滤波 实际 上 是 一 种 简单 的 低 通 滤波 (lowpass filtering). 


wr FERID RET > = 


_ 图 像 增 发 


4.25 为 什么 低 通 滤波 可 以 减少 噪声 


通常 ， 添 加 在 图 像 中 的 噪声 是 不 相关 的 。 也 就 是 说 ， 品 声 具 有 平 直 的 频谱 。 然 而 ， 大 多 
数 图 像 都 有 一 个 频谱 范围 ， 它 低频 上 的 值 较 高 ， 高 频 上 的 值 较 小 ， 并 且 值 随 频率 递增 而 递减 。 
在 达到 一 定 频率 后 ， 噪 声 信号 的 频谱 值 就 会 大 于 静 图 像 信 号 的 频谱 值 (如 图 4-11 所 示 )。 如 用 
我 们 使 用 低 通 恋 波 器 ， 则 可 以 截断 高 频 ， 保 留 低 频 ， 从 而 去 除了 咯 声 占 优 的 频 部 分 。 当 然 ， 
我 们 采用 低 通 滤波 器 的 同时 也 把 一 些 有 用 的 图 像 高 频 信 号 去 除 掉 了 。 事 实 上 ， 续 波 结 采 很 好 ， 
但 也 带 来 了 图 像 一 定 程度 的 失真 。 

处 理 的 步骤 如 下 : 

1) 对 图 像 进行 傅 里 叶 变 换 。 

2) 侍 里 叶 变 换 的 结果 乘 上 一 个 低 通 滤波 函数 ， 这 个 函数 可 以 “截断 ”所 有 的 高 频 部 分 
而 不 会 更 改 一 定 频率 以 下 的 低频 部 分 。 在 二 维 频率 空间 中 ， 这 个 理想 的 低 通 滤波 絮 如 图 4-12 
所 示 。 

3) 对 步骤 2 的 结果 执行 傅 里 叶 反 变换 。 


Gi 2 | i a 
MEER “个 人 人、 无 品 图 像 频谱 
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图 4-11 达到 一 定 频率 后 ， 图 像 噪声 的 频谱 占 优 。 
低 通 滤波 器 的 理想 截断 频率 是 n =T 
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图 4-12 二 维 频 域 中 的 理想 低 通 滤波 器 ， 右 图 为 左 图 中 的 截断 
频率 为 (r= 0? + w?) 的 理想 低 通 滤波 器 的 横 截 面 


在 频 域 中 对 两 个 频谱 做 乘法 等 价 于 在 时 域 中 对 两 个 相应 的 函数 做 卷 积 。 因 此 ， 为 了 实现 
上 述 的 低 通 滤 波 ， 我 们 可 在 时 域 中 寻找 一 个 其 傅 里 叶 变换 为 理想 低 通 滤波 器 的 函数 ， 并 且 用 
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图 像 卷 积 这 个 函数 。 但 这 只 是 理想 的 结果 。 事 实 上 ， 其 传 里 叶 变 换 为 理想 低 通读 波 器 的 函数 
是 不 存在 的 ， 因 为 这 个 函数 可 以 说 是 定义 在 无 限 区 间 上 的 。 


4.26 如 果 我 们 感 兴趣 的 是 图 像 的 高 频 部 分 应 该 怎么 做 


如 果 我 们 需要 增强 的 是 图 像 的 一 些 细小 细节 ， 这 个 图 像 处 理 方 法 称 为 图 像 锐 化 
(sharpening )。 它 增强 的 是 图 像 灰 度 的 细小 变化 ， 当 然 品 声 也 同时 得 到 增强 。 

为 了 实现 锐 化 ， 我 们 用 数值 差分 公式 计算 每 一 像素 点 的 局 部 亮度 梯度 。 如 有 果 需 要 更 复杂 
一 点 的 话 ， 我 们 可 以 采用 前 边 讨 论 的 平滑 滤波 方法 。 当 然 ， 实 现 这 个 处 理 的 滤波 器 被 称 为 高 
通 恋 波 器 ， 它 人 允许 保留 高 频 成 分 并 且 截 断 低 频 成 分 。 


427 什么 是 理想 高 通 淹 波 器 


频 域 中 理想 的 高 通 滤 波 融 如 图 4-13 所 示 。 

在 频 域 中 ， 用 这 样 的 高 通 滤波 器 滤波 等 价 于 在 时 域 中 卷 积 一 个 其 伟 里 叶 变 换 为 这 个 高 通 
滤波 器 的 函数 。 但 实际 上 ， 没 有 一 个 有 限 的 函数 对 应 于 理想 高 通 滤 波 器 ， 所 以 人 们 常用 各 种 
近似 来 代替 它 。 


H(w,, 0,) H(w,,w,) 





图 4-13 理想 高 通 恋 波 器 的 频谱 在 半径 为 ro 的 圆 内 为 零 ， 在 圆 外 为 1， 
右 图 为 左 图 沥 波 器 的 横 截面 ， 其 中 r= Jo; to, 


4.28 如 何 改 善 有 光照 变化 的 图 像 


如 果 我 们 知道 每 个 表示 图 像 的 函数 Kx, y) 能 被 表达 成 其 两 个 分 量 的 乘积 的 话 ， 就 可 以 改善 
有 光照 变化 的 图 像 。 函 数 fx, y) 的 两 个 分 量 为 :光照 函数 i(x, y) 和 反射 函数 r(x,y)。 其 中 ，r(x, y) 
的 性 质 取 决 于 成 像 物体 的 表面 特性 。 


f(z,y) = i(x,y)r(z,y) (4-11) 


光照 强度 一 般 具 有 一 致 性 ， 在 图 像 的 全 里 叶 变 换 下 表现 为 低频 分 量 。 然 而 不 同 的 材料 或 
物体 的 反射 率 差异 很 大 ， 常 引起 反射 函数 r(x, 妨 急 剧变 化 ， 从 而 使 图 像 的 灰 度 值 发 生 突变 ， 这 
种 变化 与 高 频 分 量 有 关 。 对 式 (4-11) 两 边 取 对 数 ， 可 使 图 像 函 数 flx, y) 的 两 个 分 量 分 离 ， 即 把 
相 乘 的 分 量 转化 为 相 加 的 分 量 : Inf, y) = lni(x, y) + Inr(x, y) 

接着、 我 们 用 一 个 叫 同 态 滤波 器 (homomorphic filter) 的 滤波 器 来 对 这 个 取 对 数 后 的 图 
像 执行 滤波 。 同 态 滤波 器 能 减少 低频 并 增加 高 频 ， 从 而 能 减少 光照 变化 并 锐 化 边缘 或 细节 。 
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同人 态 滤 波 絮 的 横 截 面 如 图 4-14 所 示 。 

图 4-15a 和 图 4-16a 显 示 了 两 幅 光 照 从 左 向 右 均匀 变化 的 图 像 。 而 图 4-15b 和 图 4-16b 显 示 了 
对 这 两 幅 图 像 执行 同 态 滤波 后 的 结果 ， 改 善 的 结果 很 乐观 ， 不 但 大 大 减少 了 图 像 的 光照 变化 ， 
而 且 原 图 较 瞳 部 分 的 一 些 细节 也 变 得 清晰 可 见 。 上 述 结果 是 对 图 像 取 对 数 后 ， 用 如 下 变换 函 
数 来 滤波 的 : 


1 
H (wr, wy) = 十 要 
(wz Wy) 1 y e s(V/ez+ey eo) T 149 
其 中 , s=1, œ= 128, A=10. 这 个 同 态 滤波 器 的 参数 也 与 图 4-14 中 的 参数 yy 和 相关: 
1 
noira e BEENA 


H(r) 


YH 


Y. 





r 


图 4-14 一 个 同 态 滤波 器 函数 的 横 截 面 ，r = o +o; 





a) 原 图 b) 执行 同 态 滤波 后 的 结 采 


图 4-15 对 图 像 执 行 同 态 滤 波 的 例子 150 
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a) 原 图 b) 执行 同 态 滤波 后 的 结 末 


图 4-16 对 图 像 执行 同 态 滤 波 的 例子 


4.29 是 否 可 以 用 第 2 章 的 线性 方法 实现 图 像 增强 的 目的 


回答 是 肯定 的 。 通 常 ， 用 一 个 合适 的 滤波 器 对 图 像 进行 卷 积 可 以 实现 图 像 平滑 和 图 像 镶 
化 。 这 就 是 我 们 喜欢 有 限 滤 波 器 的 原因 : 图 像 上 的 有 限 卷 积 滤波 可 看 成 对 图 像 执 行 线性 运算 。 





例 46 给 定 幅 可 用 个 9 x 1 的 向 量 表示 的 3 x 3 的 图 像 ， 构 造 一 个 矩阵 ， 它 能 平滑 图 像 的 列 ， 
° 王 清 时 使 用 所 平滑 点 的 列 方向 上 的 三 个 连续 像素 ， 相 应 的 平滑 权重 分 别 为 14、1/2、1/4。 候 
定 图 像 每 个 方向 都 是 周期 性 变化 的 ， 所 以 图 像 边 界 也 可 做 同样 处 理 。 


记 原 图 为 : 
gii 912 913 
gör- 922 ....899 
Q31 = 932.. 939 
并 且 平 请 后 的 图 为 : 
Gil 912 93 
G21 922 923 
G31 932 933 
把 平滑 矩阵 记 为 4， 它 的 元 素 为 a;: 
911 aits da2 1 SAM Ns / 911 
921 a21 Q22 ... Q29 921 
931 Gs 2 G32 ....  G39 931 
912 Gay. S aa AQ 912 
922 | = | a51 452 --- Q59 922 
932 açı a62 --- a69 932 
913 a7l Q72 -.. Q79 913 
923 gi üha -Uap 923 


033 a91 092 --- Q99 933 


根据 上 面 的 等 式 ， 可 得 : 


G11 = GQ11911 + G12921 十 G13931 + G14912 + C15922 
十 Q16932 + Q17913 + G18923 + G19933 (4-12) 


根据 给 定 的 平 请 定义 ， 可 得 : 


1 ,1 1 
人 (4-13) 
比较 式 (4-12) 和 式 (4-13)， 可 得 : 
âii = 二 ,Q12 = l a = L a14 = ajs = ... = a19 = 0 


2 4 4 


类 们 地， 生 阵 其 他 元 素 也 可 算出 ， 因 此 这 个 矩阵 可 以 表示 如 下 : 


O — o 


y. 

II 
O o o OO O hre èle i= 
O O oOo — QO O Me wie bje 
O o o o O O nie e bhm 
Oo © O Mre =l we 
O o O i= si == O O D 
O O O bi ep a O o o 
|= ele ne O O O O O O 
ai I be O o oo o o o 
w= aj= ai= O O O O o O 


本 音 我 们 主要 讨论 了 图 像 增 强 。 图 像 增强 ， 就 是 根据 主观 标准 去 处 理 图 像 ， 使 图 像 看 起 
来 更 好 。 而 大 多 数 处 理 方法 都 是 非 线 性 的 ， 因 此 不 能 用 前 儿 章 的 理论 进行 描述 。 一 些 方 法 不 
仅 是 非 线 性 的 ， 而 且 是 非 齐 次 的 。 

图 像 的 对 比 度 增强 ， 可 以 使 图 像 的 层次 更 丰富 ， 这 种 增强 可 以 用 改变 图 像 像素 灰 度 值 的 
方法 来 实现 。 而 且 ， 这 种 增强 可 以 使 处 理 后 的 直方 图 满足 一 定 的 形状 。 其 中 ， 形 状 的 选择 是 
任意 的 。 然 而 ， 如 果 处 理 的 图 像 是 多 频带 的 图 像 ， 则 可 以 在 多 维 空间 中 〈 像 素 的 灰 度 值 在 沿 
相应 轴 的 不 同 频带 上 测量 得 到 ) 定义 一 个 方向 ， 当 我 们 把 数据 投影 到 这 个 方向 上 的 时 候 ， 得 
到 的 投影 值 能 达到 最 大 ( 见 图 4-7a)。 这 个 方向 定义 了 多 维 空间 中 数据 第 一 个 主轴 的 方向 (三 
像素 值 )。 一 个 新 坐标 轴 对 应 一 个 新 频带 ， 把 像素 投影 到 这 个 第 一 轴 时 ， 可 以 得 到 一 幅 灰 度 图 
像 。 这 幅 灰 度 图 像 叫做 多 频谱 图 像 的 第 一 主 分 量 ， 对 所 有 的 灰 度 频谱 都 可 以 由 这 幅 多 频带 图 
像 来 构造 。 其 中 ， 第 一 主 分 量 拥有 最 大 的 对 比 度 和 最 多 的 信息 。 但 是 ， 因 为 新 频带 灰 度 值 是 
图 像 原 频 带 灰 度 值 的 线性 组 合 ， 所 以 该 灰 度 值 没 有 真正 的 物理 意义 。 直方 图 处 理 和 主 向 量 分 
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析 的 最 根本 的 不 同 在 于 ， 前 者 中 ， 像 素 的 值 可 以 任意 地 改变 ; 后 者 中 ， 像 素 灰 度 值 的 联合 概 
率 密 度 函 数 保持 不 变 ， 它 只 是 用 一 个 更 方便 的 方式 来 “ 读 取 ”数据 而 已 ， 并 设 有 引进 原来 设 
有 的 信息 (例如 ， 比 较 图 4-6c 和 图 4-8d 增 强 的 图 像 )。 

同样 ， 我 们 也 可 以 在 傅 里 叶 频 谱 中 增强 图 像 : 可 以 很 好 地 去 掉 任 意 不 需要 的 频带 。 这 个 
方法 可 以 由 拥有 预先 定义 的 频谱 的 卷 积 滤波 器 来 完成 。 因 此 ， RIALZA TERR., F 
明白 每 个 不 同 的 任务 需要 什么 样 的 滤波 器 。 这 就 是 我 们 将 在 下 一 章 中 讨论 的 内 容 。 
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第 5 章 二 维 滤波 器 


5.1 本 章 概 述 

图 像 处 理 经 常 需要 忽略 或 增强 特定 的 空间 频率 细节 信息 。 这 相当 于 用 特定 的 函数 对 图 像 
进行 傅 里 叶 变换 ， 以 去 掉 特定 的 频率 成 分 或 对 其 进行 修改 。 我 们 称 这 种 做法 为 对 图 像 进 行 
波 (filter the image)， 同 时 把 所 使 用 的 特定 函数 称 为 小 泪 器 。 

本 章 探讨 二 维 滤波 器 的 一 些 基 本 性 质 并 且 介 绍 一 些 特殊 的 传 里 叶 变换 ， 这 些 全 里 叶 变换 
可 以 转换 成 直接 对 图 像 做 简单 的 卷 积 运算 ， 这 样 可 以 避免 使 用 伟 里 叶 变 换 本 身 。 


5.2 如 何 定义 一 个 二 维 滤 波 器 


二 维 滤波 器 定义 为 傅 里 叶 变 换 的 形式 H(u, v), RA £ Sob #k(system function), XTH(u, v) 
进行 侍 里 叶 反 变换 可 以 获得 实 域 上 的 滤波 器 。 称 它 为 滤波 器 的 单位 采样 响应 (unit sample 
response)， 记 为 h(k, 门 。 


5.3 系统 函数 和 滤波 器 的 单位 采样 响应 是 如 何 联系 在 一 起 的 


HH, VERU, vy) 的 连续 函数 。 定 义 单位 采样 响应 h(k, 站) 是 HCn,v) 的 伟 里 叶 反 变换 ， 但 
是 因为 PE, 0) 将 用 于 数字 图 像 的 卷 积 ， 它 只 需 定 义 在 离散 点 上 ， 因 此 两 者 的 关系 可 表示 为 : 


1 Fig x , 
h(k) = 元 J / H (u, vjet +D dpdv 


r ,一 (5-1) 
十 co 十 co 
1 一 人 天天 十 rn 
H(p, v) = > >` y ` h(m,m)e j (un+vm) | 
n=—00 Mm 二 一 00 (5-2) 


假如 我 们 只 关心 那些 输出 值 是 实 的 滤波 器 ， 那 么 这 些 等 式 可 以 改 为 ; 
1 x Tt . 
= — H(p, k + vl)dud 
MD = > f J Hi v)cosluk + vijdpdv sa: 
1 +oo +o 
H(u,u) = > >` >` h(n,m) cos(um + um) 
1 n=— 00 m= 二 一 00 i (5-4) 
5.4 为 什么 我 们 对 实 域 的 滤波 器 函数 感 兴趣 


通过 将 图 像 与 4(k, D 做 简单 的 卷 积 运算 而 不 是 与 8(1 进行 传 里 时 变换 ， 可 以 达到 对 图 像 
收 所 必要 的 增强 。 图 5-1 显 示 了 一 维 的 情形 。 对 于 一 维 来 说 是 完全 类 似 的 。 
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图 5-1 顶 行 : 分 别 是 信号 和 它 对 应 的 傅 里 叶 变换 。 中 间 行 : 左边 是 
滤波 器 的 单位 采样 响应 函数 ， 右 边 是 滤波 器 的 系统 函数 。 底 行 : Z 
边 是 顶 行 的 信号 和 中 间 行 滤波 避 卷 积 后 得 到 的 滤波 后 的 信号 。 右 边 
是 滤波 后 的 信号 所 对 应 的 傅 里 叶 变 换 ， 它 是 顶 行 的 信号 所 对 应 的 傅 
里 叶 变 换 与 中 间 行 的 滤波 器 对 应 的 健 里 叶 变 换 (系统 函数 ) 之 积 


5.5 h(k, 1) 需 要 满足 什么 条 件 才 可 以 做 为 一 个 卷 积 滤波 器 


应 当 存 在 有 限 的 K 和 L， 当 k> KHERI > L 时 h(k, D 必 须 为 零 ， 即 ， 对 图 像 进行 卷 积 的 滤波 器 
是 个 数 有 限 的 数列 。 因 此 理想 低 通 、 理 想 带 通 和 理想 高 通 滤波 器 都 不 能 满足 这 个 条 件 ， 


a a abaa a- 


B5.1 EARAITI K BU P ri PF r 2 E? | 
对 理想 的 低 通 滤波 器 来 说 ， 当 频率 大 于 某 个 特定 值 R 时 其 值 为 9， 定义 为 : 


H(u,v) = Í. 当 V+ < Rir 
h. 0 Ru 5) 


由 式 (5-3)， 用 该 H(4,vY) 的 定义 可 以 计算 其 相应 的 单位 采样 啊 应 : 
h(k, D) = =f f cos(uk + u) H(u,u)dudu 


我 们 将 频率 空间 坐标 系 (A, vy) 转换 为 极 坐 标 系 (7, 0): 


H. = r cos 0 | > = r?, dudv = rdrdb 


u = rsin 0 
因此 
1 27 R d dO 
= — k cos 0 + rl sin 0 
h(k, l) = Í J cos(r cos 0 + rl sin 0)rdr (5-6) 
可 写 为 
. k l . 
kcosð +Ism0 = Vk +Ë + =°") 


= Vk? + [sin ó cos + cos sin 0] = v k? + LP sin(0 + ó) 
其 中 角度 9 的 定义 使 得 


. k _ l 
sin ó = JÉ 和 cos ó = VEETA 
定义 新 的 变量 := 0 +b%。 那 么 式 (5-6) 可 以 改写 为 : 


1 27 十 由 R 
— J cos(r v k? + l? sin t)rdrdt 
2T Jo 0 
1 2r R 
一 J f cos(r v k? + l? sint)rdrdt 
27 9 0 
1 2=-+ 9 R 
+— J cos(r V k? + l? sin t)rdrdt 
27 Jon 0 
在 上 式 的 第 二 项 中 , &f=t-2m=t=I+2m=>sint=sin:r, 。 因 此 有 : 
1 2 R 
— | ` f cos(r y k? + l? sin t)rdrdt 
2r ó 0 . 
1 f$ f” _ _ 
+— f f cos(rV k? + 1? sin t)rdrdt 
2r Jo Jo 
1 27 R 
= Sn J f cos(r y k? + P sint)rdrdt 
o Jo 


h(k, D) 


i! 


h(k,D 


该 式 可 以 改写 为 : 
1 x R 
h(k.]) = z J cos(r v k? + I? sint)rdrdt 
27 
+= “f cos(rV k2 + l? sin t)rdrdt 


158 对 土 式 的 第 二 项 ,定义 新 的 积分 变量 1 =t—mm=t=f +m = sint =-sin} = cos 
(r-k? +E sint) =cos(r yk? +P sint) 和 dt = dt ， 则 : 


x R 
= f J cos(r y k? + I sin t)rdrdt 
T Jo Jo 
m= R 
-1 J J cos(r V k? + lsin t)rdrdt 
27 0 0 | 
R K 
= 1 / {/ cos(ry k? 十 12 sin Dat) rdr 
0 


ú 0 (5-7) 
我 们 知道 零 阶 第 一 类 Bessel 国 数 可 定义 为 : 


h(k,l) 


Jo (z) = f cos(z sin 0)d0 (5.8) 


假如 将 式 (5-8) 代 入 式 (5-7)， 得 到 |: 
PR 
h(k,1) = f rJo(ry k? + P2)dr 
0 





l 
EREE r= ri + = dr =e ， 那 么 有 : 


RVk:+Ë 
J rJo(z)dz> 


h(k,1) = —— 
(k1) k? + Ë? Jo 


(5-9) 
由 Bessel 国 数理 论 ， 可 以 知道 : 
J rtl (z)dz = zPt1J,,, (z) 
(5-10) 
在 式 (5-10) 中 取 p = 0， 代 入 式 (5-9): 


ra Tl (z) B ç 


k) = p (RV +E) 
T59 h(k, 1) = = Rvk + (5-11) 


这 个 函数 的 定义 域 是 整个 空间 的 ， 在 每 一 对 整数 坐标 系 (kK, 0) 上 有 定义 。 因 此 它 对 应 
一 个 无 限 维 的 序列 。 同 时 意味 着 这 个 滤波 函数 不 能 通过 对 图 像 进 行 线性 卷 积 滤波 实现 。 


h(k,l) = z3 


区 ee - - 


_ =ë — — í í O O 





。 例 5.1(B) 理想 带 通 滤波 器 的 脉冲 啊 应 是 怎样 的 ? 


理想 的 带 通 滤波 器 定义 如 下 : 


Hüs)= { a VR + 2 < Ro 


与 方 框 B5.1 中 定义 的 理想 低 通 滤波 器 相 比 ， 惟 一 的 区 别 是 式 (5-9) 的 积分 限 不 同 : 


1 R. /k2 +Ë 
h(k, D = =~~ 
na VEFE 


= ae VEFE 


= === (R.J (R; V/k? + 2) — Ri Ji (Ri Vk? + 12)) 


这 是 一 个 定义 在 所 有 (k, DERRE. WERE ron Ek sS A — 4" ERRU k thi) pu 00 52 a o 


例 5.2(B) 理想 高 通 滤 波 器 的 脉冲 啊 应 是 怎样 的 ? 
理想 的 高 通 滤 波 如 定 义 如 下 : 


Hun =] 1 = 242 < R 


与 方 框 B5.1 中 定义 的 理想 低 通 滤 波 器 相 比 ， 惟 一 的 区 别 是 式 (5-9) 的 积分 限 不 同 : 


1 


— Jo (z)d 
k2 + Ë s. oz 


h(k, D) = 


= A | (5-12) 


X yokt, Besseli8 3 GA FO, BTF im, JG) = T 这 意味 着 x 趋 于 0 比 .JiCx) 趋 


于 0 的 速度 还 要 快 ， 即 lim .x1(x) 一 %。 因 此 ， 实 数 域 上 不 存在 通过 仁 里 叶 变 换 能 成 为 理 
想 高 通 滤波 器 的 函数 。 实 际 上 , 我 们 可 能 感 兴趣 的 最 高 频率 是 IN, 其 中 N 是 图 像 的 像素 个 数 。 
所 以 式 (5-12) 的 上 极限 % 并 不 会 出 现 ， 这 时 理想 的 高 通 滤 波 器 就 变 得 与 理想 的 带 通 滤波 如 一 , 
Fe í ° 





56 一 维 理想 低 通 滤波 器 和 二 维 理想 低 通 滤波 器 之 间 的 关系 
一 维 理想 低 通 滤波 器 是 : 





(5-13) 


— EBE IK B TE ay 2: 
Ji( vk? +l) 
Vk? + 2 
HAJOE 38 11rBesselE8 3. E]5-22Fh(k)2e FkÉJ] , LAR = 0 时 h(k, DR FKE 
图 形 。 可 以 看 到 虽然 两 者 看 起 来 很 相似 ， 但 是 它们 有 了 明显 的 细节 差别 : ETATEM, 
而 且 它 们 波峰 的 振幅 不 相同 。 


h(k,1) = 





sin(k)/k 


J1(Kk)/k 


图 $-2 ”二 维 理想 低 通 滤波 器 的 横 截面 与 一 维 理想 低 通 
滤波 器 的 横 截面 相似 ， 但 却 是 有 区 别 的 


这 意味 我 们 不 能 通过 把 一 维 理想 或 最 优 (在 某 些 标准 下 ) 的 滤波 器 中 的 变量 用 极 半径 代 
#Ë ( 即 在 式 (5-13) 中 用 JO + IER) 来 构造 相应 的 二 维 “ 理 想 或 最 优 ” 渡 波 器 。 但 是 ， 员 
然 按 上 述 方式 构造 的 二 维 滤波 器 不 是 理想 的 或 在 二 维 的 茶 些 标准 下 不 是 最 优 的 ， 但 这 种 次 优 
的 滤波 器 却 与 一 些 最 优 滤 波 器 的 功效 差不多 。 


5.7 如 何 实现 无 限 域 上 的 滤波 器 

实数 空间 的 无 限 域 上 的 滤波 器 可 以 通过 递归 来 实现 ， 这 就 是 所 谓 的 递归 滤波 器 (recursive 
filter)。 相 对 应 地 ， 实 数 空间 的 有 限 域 上 的 滤波 器 称 为 非 递归 (non-recursive) 滤 波 器 。 滤 波 器 
的 表示 和 使 用 通常 会 用 到 z 变 换 。 | 
5.8 如 何 定义 数字 化 一 维 滤波 器 的 z 变 换 


有 限 域 上 的 滤波 器 实质 上 是 一 列 有 限 的 数字 串 {o, X x3, … , zy}。 有 时 会 用 箭头 标明 串 中 
对 应 于 零点 位 置 的 元 素 。 这 样 一 趾 数字 的 z 变 换 定义 如 下 : 


X (z) = 3 zkz Ë 
k=l (5-14) 





_ 一 入 业 届 办 7 


其 中 1 和 m 的 值 是 由 数字 串 {z 村 对 应 的 z 中 此 为 0 的 项 确定 。( 例 如， 如 有 果 z 是 上 = 0 对 应 的 项 ， 
那么 在 上 述 序列 中 会 有 ! = -2 和 m = n-3)。 

如 果 滤 波 器 定义 在 无 限 域 上 ， 则 表示 该 滤波 副 的 数字 序列 也 是 无 限 的 ， 它 的 z 变 换 可 以 表 
达成 无 限 和 的 形式 : 


OQ Co 0 


天 一 一 cc k=0 k= — oo 
这 时 ， 通 常 将 z 变 换 写 成 两 个 z 的 多 项 式 的 比值 而 不 是 像 有 限 域 情况 下 写成 一 个 z 的 多 项 
式 。 
59 为 什么 要 用 z 变 换 
原因 是 一 个 以 z 变 换 形 式 定义 的 数字 滤波 器 比较 容易 用 硬件 实现 。 在 其 收敛 的 区 域 ，-- 
序列 的 > 变换 惟一 地 定义 了 一 个 序列 。 更 进一步 的 是 ， 它 满足 卷 积 定理 : 两 个 序列 的 卷 积 的 z 变 
换 等 于 这 两 个 序列 的 z 变 换 的 乘积 。 
5.10 二 维 的 z 变 换 如 何 定义 
设 有 一 个 二 维 的 M x N 的 阵列 ， 它 的 z 变 换 是 一 个 关于 复 变量 m、z 的 有 限 多 项 式 : 
M N E | 
H(z1,22) = S D cuzi22 
i=0 j=0 | (5-15) 
Jerhc 是 阵列 的 元 素 。 对 于 无 限 阵列 ， 两 个 和 变 成 了 无 限 和 , 而 且 可 以 写成 两 个 有 限 和 的 
比值 : 
Dio j= io G ziz 
Limo ob (5-16) 
其 中 AI。、 Nax M AUN pie RE 5 2 , 一 般 来 说 ， 取 boo = 1. 


H(z1, 22 ) = 一 


B5.2 ”为 什么 一 个 滤波 器 的 域 决定 它 是 否 是 递归 的 ? 


当 将 一 幅 图 像 与 一 个 数字 滤波 器 做 卷 积 运算 时 ， 实 质 上 等 价 于 将 图 像 的 z 变 换 与 滤波 
器 的 z 变 换 相 乘 : 


R(z1,z2) = H(z1,%2) D(z1, z2) 
s —h — R —  Ñpn8sX2ə 


输出 图 像 的 z 变 换 “滤波 器 的 z 变 换 输入 图 像 的 z 变 换 


假如 将 式 (5-16) 代 入 式 (5-17) 并 且 将 分 母 移 到 等 式 的 左边 ， 则 有 : 


N a 
R(z1, 22) 5 3 b;; zizi = = P> >` Gi; 21 i) oo (21,22) 


i=0 j=0 i=0 j=0 





通常 bw = 1 下 ， 在 等 式 的 左边 将 求 和 分 离 成 i = 0,j = 0 和 其 他 的 情况 : 


M, Nb 


R(21, 22) + 5> b; zi zi R(z1, 22) = P s) Dena 


i=0 j=0 i=0 j=0 


并 不 都 为 0 


因此 : 


M, Ns 
R(z1, 22) = > Yet) D(z1, 22) 一 > >》， b;;zi22 | R(z1, z2) 


4 一 0 j=0 i=0 j=0 


paang 
并 不 都 为 0 (5-18) 

ERR, z) 是 系数 为 rm 的 zz 之 和 。 由 于 R(Gzi, z2) 同 时 又 出 现在 等 式 的 右边 ， 因 此 上 
述 公式 中 的 值 可 以 由 先前 计算 的 rm 计算 得 到 。 这 就 是 为 什么 要 称 该 滤波 器 为 递归 的 原 
因 。 当 滤波 器 是 有 限 域 上 的 时 候 ，5b; 的 值 为 0 (除了 po = 1)， 因 此 R(zi, z2) 的 系数 ro 此 时 
由 qj 决定， 并且 这 些 系数 只 出 现在 D(zi, zy) 中 (也 就 是 没有 递归 )。 





。 例 5.3(B) 有 256 x 256 的 图 像 ， 用 一 个 无 限 脉 冲 响应 滤波 器 对 其 滤波 。 该 滤波 器 的 z 变 换 
° 可以 写成 变量 zx 和 z 的 3 阶 多 项 式 与 另外 一 个 具有 同样 变量 的 3 阶 多 项 式 的 比值 。 根 据 输 入 的 图 
像 的 值 和 滤波 器 的 系数 计算 输出 图 像 的 值 。 
在 式 (5-18) 中 ， ZM, = N, = M, = N, = 3, 那么 输入 图 像 的 z 变 换 是 : 


255 255 


D(z, z2) = >` >` dp ZT 25 
k=0 {=0 (5-19) 
输出 图 像 的 z 变 换 是 
255 255 
R{z1, 22) = >` 5 rkzl22 
k=0 1=0 (5-20) 
我 们 希望 根据 aj、 六 和 dy 导出 六 的 表达 去。 如 果 将 式 (5-19) 和 式 (5-20) 代 入 式 (5-18)， 可 以 
得 到 : 

255 255 3 255 255 | f 

y` >` raz? 22 = = s >` y` Y (aj dui 一 bira) t za 
k=0 l=0 i=0 7 一 0 k=0 1 一 0 (5-21) 


为 了 避免 单独 处 理 第 0 项 ， 在 上 式 中 允许 i = j = 0 的 项 存在 ， 但 必须 注意 的 是 这 时 bo = 0. 
为 了 联系 等 式 左 右 两 端 同 阶 项 ， 我 们 定义 新 的 变量 来 对 右边 的 等 式 求 和 。 定 义 为 : 


mn 人 rooi mopa tet gam" 


HERE 129 


k+i=u k = #42 1+j=t 1 = s 
k— i= i= wz 1 一 了 三 j = ° 














接着 我 们 必须 找到 新 变量 和 的 上 下 限 。 下 图 显示 了 变量 上 、; 的 求 和 区 域 如 何 转换 为 新 变量 
的 求 和 区 域 的 。 变 换 的 区 域 是 通过 变换 公式 确定 的 ， 可 以 用 一 系列 的 直线 围 成 ， 即 线 ! = 0. 
i=3, k= 0 和 KK= 255， 经 变换 后 分 别 得 到 : v= u. v = u-6. v= 一 ulv = 510-u. 











k 
k=255 
k=0 
{二 3 i 
i=0 
图 5-3 求 和 区 域 的 转换 
式 (5-21) 变 成 : 
255 255 3 255 2 u 255 u 258 510—%u 
TSn = DODELE X > D 
k=0 1 一 0 j=0 I=0 (u=0v=-u u=3v=u—ô u=256 v=u— 6 
类 似 地 ， 我 们 可 以 求 得 和 式 中 变量 s 和 t 的 上 下 限 ， 得 : 
255 255 
392315 
k=0 1=0 


2 t 2 u 2 t 255 u 2 t 258 5i0—u 
-PEE TY» 
t=0 一 一 上 u=0 v=—u t=0 s=—tu=3xu=u—-6 t=0 s=—tu=256 v=u—6 
255 t 2 u 255 t 255 u 255 t 258 510—u 
T 22 22 27 2 2 2 D > 
t=3 5 一 ! 一 6 u=0 v=—u t=3 3 一 上 一 6 u=3 v=u—ő t=3 s=t—68 u=256 4 一 4 一 6 
258 510— 2 u 258 510—t 255 u 258 510 一 上 258 >) 


+t 22 2 2+2 2 2 2 2 2 2 > 


t 一 256 8 一 上 一 6 u=0 v=—u t=256 s=t—6 u=3 u=u—-6 t=256 s=t—68u=256 v=u—6 





[as daa sge bss: "中 学 于 区 (5-23) 
进一步 定义 以 下 各 式 : 
t u 
A... = >` >` (anze ss: daqa ss — bes 二 2 sss] 


t u 
But = 5 2 CET A — b. iz a vigs 


s=—$ v=u— 86 


有 ee =a. t ` ` 


3 
un 
k 


























130 * 
5l0—u 
Cut = > (asza t—a d. +, t+s 一 Du, t—as T uv za ) 
2 2 2 2 2 2 2 2 
s=—tu=u—-—6 
t u 
D = (auz -sdu v s — Üu 
ut > > t + tts b u t aruge t~a 
s=t-6 v=—u 
t u 
Eut = 5 5 [a= t—s dus tts 一 Du t—sf utv z) 
s=t—0 v=u—ő 
t 510—u 
Fut = 5 5 (asza t—s du+v ts 一 bu- t—s Tutv tza ) 
2 2 5 > 2 5 
s=t—6 u=u-—6 
510 一 上 u 
G = > [a s= -sdu v s — uv t—a T uv t—a 
ut D, (Osgetgedupetpe — buze ise raqa tze 
s=t—6 v=—u 
510—t u i 
H = (auz _. d. v 8 — bu — 8 utut Fs 
ut > > sy" AE tha 与 
s=t—-6 Y=u—6 
510—t 510—u 
了 t 三 (asza t—-sdu+vt 8 — þu—v —a T upv =) 
166 “ 2, > z E a e e a 二。 (5-24) 
s=t—6x*=x*—6 
则 去 (3-23) 可 改写 为 : 
255 255 2 255 2 258 
>` 5 Tutt 2s = j 5 A, z1 z: + >` >` Butzi z + y ` > Cuti zŠ 
u=0 t=0 t=0 u=0 t=0 u=3 _ t=0 u=256 
255 2 255 255 255 258 
t Ut 
t=3 u=0 t=3 u=3 t 一 3 u=256 
258 258 255 258 258 
+ > 3 Gutz! 2 + 2 2 Hata 22 十 2 , I utZ1 23 


这 里 ， 将 等 式 左边 求 和 变量 改写 为 x:、t。 我 们 必须 通过 比较 式 (5-25) 两 边 的 同类 项 的 系数 
得 到 /关于 as,、bw 和 di 的 表达 式 ， 得 必须 往 间 bw 在 式 (5.21) 中 定义 为 0. 为 了 处 理 所 有 的 情况 ， 
我 们 画 了 图 5-4 中 的 图 ， 其 中 两 个 坐标 轴 对 应 式 (5-25) 右 边 的 求 和 变量 。 图 中 的 每 个 矩形 框 对 
应 两 个 变量 的 各 自 取 值 的 联合 范围 。 


第 1 种 情况 : 40<u<2F0< t< 2A} 


t u 
T = À = (asz t-s du 3 — bu—v ~a T upv .) 
ut ut > > 二 


s=—tu=-u (5-26) 


此 时 定义 新 的 求 和 变量 : 





{三 


2 


JÜ Z, v=u-2i => 


u-v 有 i=u ( 当 v=-u) 并 有 i =0 ( 当 v = u). 


u+v 2u-2i 





2 2 





二 nn _ 





— £ 7 2: ZŠ 13] 


j= ， 有 j=+ ("s= -1) EB j =0 ("s= D), 


WA s=t-2js 5.22 j 
2 2 / 


式 5-26 可 改写 为 : 
u t 
Tut 一 >` ` (aijdu—i t-j 一 bijTu—i t-j) 
i—0 j—0 (5-27) 
RIEZ Eu = t= 0 的 情况 ， 同 时 注意 boo = 0, H|: 
Too = aoodoo 
然后 考虑 u =0,r=1, Fr JiR, HH: 
roi = aoodoi + aoidoo — boiroo 
当 x = 0,t=2, 下 标 j 仅 取 0、1 和 2， 则 : 
702 = Q00002 + ao1do1 一 boiroi + ao2doo — bo2roo 
值得 一 提 的 是 ， 尺 管 等 式 右 边 有 些 r 值 出 现 ， 但 是 它们 的 下 标 总 是 比 左边 的 下 标 小 ， 因 此 
这 些 值 是 已 经 被 计算 出 来 的 。 





图 5-4 将 不 同 的 递归 公式 应 用 于 下 标 值 的 不 同 范 转 
第 2 种 情况 : 2 <u<255B0<:<2 











t u 
a= Ba= 7 9, (esesedsp ss — bugetara tze) (5-28) 


s=—t u=u—6 
与 前 一 种 情况 惟一 不 同 的 是 ， 新 的 求 和 变量 ;将 被 限制 为 从 = 3 (对 应 v = u-6) 到 i = 0 
(对 应 v = u): | 


sn 


132 £ 5 + 





3 t 
ra = DD (ode ie 
?一 0 j=0 ( 5-29 ) 


第 3 种 情况 : 255 < u<258H0<t<2 
在 这 种 情况 下 ， 因 为 等 式 左 边 u 的 最 大 值 是 255， 所 以 等 式 左边 没有 对 应 的 项 。 因 此 有 : 


t 5l0-u 


0= C = Y P (asesedsp ge Cbumasersa sa) 
8 一 一 上 1 一 4 一 6 (5-30) 
或 者 
3 t 
>` S (aijdu—i t-j 一 bijTu—i t-j) = 0 | 
i=u—255 j=0 (5-31) 


Æ Xu = 256,t = 0 时 ， 则 : 


3 
> ai0d256_i0 — i07256-i,0 = 0 => 
i 二 1 


ai0d255.0 一 Dor255,0 + G20d254,0 一 b107254,0 + a30d253,0 — b307253,0 = 0 (5-32) 


r2550、r2s40 和 rzsspo 的 值 已 经 通过 式 (5-29) 计 算出 来 。 因此 式 (5-32) 可 以 用 于 验证 所 计算 出 的 
值 是 否 正确 ， 这 就 是 式 (5-30) 的 作用 。 而 且 ， 我 们 还 可 以 导出 第 4、5、6、7、8 种 情况 。 


第 4 种 情况 : O <u<2RB2<:<255 


t u 
r= Da = Y D (assssdua qa Opere) 
s=t—6 v=—u (5-33) 


“ 3 
Tut = (aijdu—i,t-j 一 b;jru—it—j) 
u > 2 (5-34) 


第 5 种 情况 : 2 < u<255H2 <t<255 


t u | 
eB 
s—t—6 v=u—6 ( 5-35 ) 


3 3 
rut 一 (aijdu—i,t-j _ bijru—it—j) 
. > > (5-36) 


二 





— # ZË 2 SS 


第 6 种 情况 : 
或 者 
第 7 种 情况 : 
或 者 
第 8 种 情况 : 
或 者 
第 9 种 情况 : 
或 者 


255 <u&258H2 < t < 255 


t 510—u 


= = 让 一 世上 上 一直 ++ u s — u-v t—s T'u+u t— 
0=Fu= Y $ (asesedspr ss — buge tzet age tze) 


s=t—6 v=u—6ő 


u—-255 3 


0 < u <2H255 < t< 258 


510 一 上 u 


0 = Gu = y ` >` [a === tze duga tge — buze tze T aqa ) 
2 2 2 2 2 2 2 2 


s=t—6 v=—u 


u t—255 


` >》 (aijdu—it—j — bijru-it-i) = 0 


i=0 j=3 


2<u255H255 < t< 258 


510—t u 


0 = Hu: = ; ) (as t—s utv ita 一 站 -via 人 ua tze) 
2 2 2 2 2 2 2 2 
3 一 上 t 一 6 u—u—6 


3 t—255 
> (Qijduit-i — bijru—i=j) = 0 
?一 0 7 一 3 


2 < u < 255}-H.255 < t < 258 


pa 


510—t 510—u 


0 = La = >` >` [e === vize dutu tge — bu < 与 


s=t—6 u=u—6 


3 t—255 


> > (aijdu—i,t-j — bijTu—i,t-j) = 0 





5.11 一 维 递归 滤波 器 和 二 维 递归 滤波 器 有 什么 基本 的 区 别 E 
在 一 维 情况 下 ， 如 果 把 z 变 换 写成 两 个 多 项 式 的 比值 时 ， 可 以 通过 对 这 些 多 项 式 因 元 分 
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(5-37) 


(5-38) 


| (5-39) 


(5-40) 


(5-41) 


(5-42) 


(5-43) 


(5-44) œ 


只 要 知道 极点 , 就 可 以 计算 出 任何 在 z 变 换 收 敛 区 域 上 的 z 变 


169 


-人 了 


换 的 逆 。 

在 二 维 情 况 下 ， 多 项 式 的 因 式 分 解困 难 多 了 ， 即 使 我 们 可 以 这 样 做 ， 分母 多 项 式 的 零 丘 
(极点 ) 通常 不 是 孤立 的 离散 点 ， 而 是 变量 的 连续 值 的 区 域 。 而 且 ，(zi, z) 是 一 个 四 维 空间 ， 这 
就 不 可 能 确定 多 项 式 的 收敛 区 域 了 。 


5.12 ”如何 知道 滤波 器 没有 扩大 噪声 
一 个 滤波 器 必须 是 稳定 (stable) 的 ， 它 不 能 放大 噪声 。 称 一 个 数字 滤波 器 是 稳定 的 ， 如 
果 有 界 输入 的 输出 也 是 有 界 的 。 一 个 数字 滤波 器 h(n, m) 是 稳定 的 当 且 仅 当 : 


> Şon, m)|< °° 


= Gr = — G 


如 果 滤 波 器 是 有 限 域 上 的 或 不 是 递归 的 ， 那 么 上 面 的 准则 显然 是 可 以 实现 的 。 对 于 无 限 
脉冲 响应 (递归) 滤波 器 ， 我 们 必须 利用 有 关 的 定理 ， 仔 细 分 析 滤 波 器 的 性 能 。 


5.13 是 否 有 另 一 种 方法 使 用 无 限 脉冲 响应 滤波 兹 


是 的 ， 可 以 减弱 对 滤波 器 频率 响应 的 要 求 。 特别 是 ， 可 以 采用 以 下 方式 处 理 : 

1 ) 确定 滤波 器 的 系统 函数 〈 频 率 响 应 )。 

2) 选择 一 个 有 限 疲 波 器 (〈 非 递 归 的 )， 使 它 尽 可 能 逼近 所 要 求 的 系统 国 数 。 
这 种 方法 导致 逼近 理论 (approximation theory) 的 产生 。 


5.14 为 什么 需要 逼近 理论 
因为 所 要 求 的 滤波 器 频率 响应 不 可 能 用 一 个 有 限 脉 冲 响应 滤波 器 来 实现 
5.15 如何 知道 一 个 近似 滤波 器 是 否 性 能 展 好 


我 们 使 用 目标 响应 与 近似 响应 之 差 的 Chebyshev 范 数 (Chebyshev norm) 去 衡量 逼近 的 质量 ， 
它 可 以 被 看 做 是 这 两 个 国 数 的 最 大 候 离 。 

假设 F(4,v) 是 所 要 求 的 理想 频率 响应 ，H(4,v) 是 有 限 近 似 滤波 器 的 频率 响应 。 那 么 F(4, v) 
与 有 (4,v) 的 近似 程度 可 以 通过 以 下 衡量 : 


误差 = ||F(m v) — H(u,u)|| = Mazy, y |F(u,) — H(p v)| (5-45) 
5.16 对 一 个 给 定 的 理想 系统 函数 的 最 佳 逼 近 是 什么 
理想 系统 函数 FUu, ) 的 最 佳 逼 近 就 是 使 得 所 求 Eu, v) 与 理想 系统 函数 误差 最 小 化 ， 即 
Be big i É = min y, {MaX pn lF Cuy) - Huv} (5-46) 
5.17 为 什么 根据 Chebyshev 范 数 而 不 是 均 方 误差 来 评价 一 个 近似 值 
总 体 均 方 误差 (LFC4,v)- Huv) dudv) 是 Flp,v) 与 Hn v) 接 近 程 度 的 平均 值 。 两 个 不 同 
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符 特 征 ( 如 图 5-5 所 示 )。 而 Chebyshev 范 数 能 保证 不 会 出 现 使 两 个 次数 的 偏离 超过 特定 限制 的 
频率 值 。 
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图 5-5 在 频 域 上 ， 一 个 好 的 逼近 是 它 不 会 偏离 所 要 求 的 响应 函数 太 多 


5.18 如 何 获得 一 个 系统 函数 的 逼近 


设计 一 个 二 维 滤波 器 有 3 种 方法 。 所 有 3 种 方法 是 直接 对 一 维 滤波 器 中 相应 方法 的 改动 。 
它们 是 : 

* 窗口 法 

° 频率 采样 

* 线性 规划 

以 上 方法 中 ， 只 有 最 后 一 种 方法 可 以 给 出 最 佳 的 逼近 ， 袜 可 以 使 得 逼近 函数 和 精确 函数 
的 最 大 偏差 最 小 化 。 


5.19 什么 是 窗口 法 


使 得 一 个 无 限 脉冲 响应 滤波 器 有 限 化 最 直接 的 方法 是 将 其 截断 成 所 需 的 长 度 。 直 观 上 ， 
这 种 方法 是 把 一 个 窗 体 放 在 滤波 器 上 ， 而 只 观察 窗口 里 面 的 信息 ， 因 此 这 种 方法 就 叫 窗 口 法 
(windowing )。 然 而 ， 这 种 方法 会 使 得 滤波 器 的 边缘 出 现 锐 化 。 


5.20 窗口 法 存在 什么 问题 

对 于 一 个 不 连续 的 函数 (类似 一 个 尖锐 的 截 尾 滤波 器 )， 它 的 健 里 叶 变 换 的 高 频 部 分 会 有 
许多 的 波幅 ， 这 是 因为 那些 尖锐 边缘 的 变换 会 产生 许多 高 频 谐 波 分 量 。 因 此 ， 截 断 会 造成 系 
统 滤波 函数 高 频 信息 的 失真 。 
5.21 如 何 提高 窗口 法 处 理 的 效果 


对 -一 个 姜 波 函数 在 特定 频 域 范 围 内 的 截断 相当 于 使 它 与 一 个 窗口 函数 相 乘 ， 窗 口 函 数 的 
形式 为 : | 


N 
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1 `M-a<x<aRB-—b<y<b 
0 其 他 情况 


其 中 oa，2 为 某 些 参数 。 为 了 避免 由 截断 滤波 器 产生 的 边界 的 锐 化 ， 这 个 窗口 吸 数 必须 用 
一 个 光 疹 函数 代替 。 对 于 一 维 的 信号 ， 已 经 有 几 种 光 请 的 窗口 了 。 


5.22 如何 用 一 维 信号 的 窗口 函数 来 定义 图 像 的 窗口 函数 


一 旦 我 们 能 够 在 一 维 情况 下 找到 一 个 好 的 窗口 函数 ， 将 它 延 拓 到 二 维 的 情形 并 非 易 事 。 
必须 清楚 的 是 即使 w(x) 是 一 个 好 的 一 维 窗口 函数 ， 它 的 圆 对 称 函数 w(r) = w(x + 六) 的 频率 
响应 与 w(x) 并 不 是 一 致 的 。 换 句 话 说 ， 圆 对 称 的 窗口 函数 的 仁 里 叶 变 换 并 不 是 一 维 窗口 函数 
傅 里 叶 变 换 的 圆 对 称 函 数 。 在 本 章 的 前 几 节 已 经 有 很 多 类 似 的 讨论 了 。( 参 见 图 5-2 )。 

然而 ， 一 般 而 言 ， 如 果 w(9 是 一 个 好 的 一 维 窗口 函数 ， 那 么 we + 六 ) 也 是 一 个 好 的 二 
维 圆 对称 窗口 函数 。 在 这 两 种 情况 下 都 必须 注意 ， 当 对 窗口 函数 离散 化 时 ， 必 须 取 足 够 多 的 
采样 点 以 避免 混淆 现象 的 发 生 。 

窗口 方法 或 许可 以 得 到 一 些 相 当 好 的 二 维 滤波 器 ,但 是 这 些 滤 波 器 都 不 是 所 需要 的 滤波 
器 的 最 优 逼 近 ， 因 为 我 们 并 设 有 做 任何 最 优化 逼近 的 工作 。 


5.23 ”所 要 解决 的 逼近 问题 的 形式 定义 是 什么 


BIRF vy) 是 一 个 理想 的 、 不 可 实现 的 滤波 响应 。 目 标 是 要 找到 一 组 系数 c1, cz, … ,cv 来 
生成 一 个 多 项 式 P(u,v) = 》, ,ci8:(L,v) ， 使 得 误差 函数 AChebyshev 范 数 达到 最 小 ， 其 中 A 定义 
为 : 


ws) = Í 


A = F(u,u) 一 igilH U 
(mv) 2 asly ) (5.47) 


iX Hi g, (u, 站) 是 已 知 的 关于 频率 pk 和 v 的 函数 ， 比 如 cos(4+ v). sin(2u + v)% 
在 式 (5-47) 中 ，w4 和 * 取 连续 值 。 然 而 ， 我 们 需 考 虑 有 限 采 样 集 下 的 误差 ， 即 离散 情况 下 在 
(u, VZ AREMT AIREA A: 


n . 
Am = F(umi Um) — 》 cigi(Jm, Um) m=1,2,...,M 
i=1 (5-48) 


我 们 的 目标 是 选择 系数 cu, cs,… , Cn 使 得 人 A, 的 最 大 值 尽 可 能 的 小 ， 这 可 以 通过 线性 规划 
(linear programming) 的 方法 求解 这 个 问题 。 | 


5.24 什么 是 线性 规划 
线性 规划 方法 是 用 于 解决 以 下 问题 的 最 优化 方法 : 选择 个 正 的 变量 xi; 和 ns 个 变量 x2, 使 
得 | 
最 小 化 : z=CIxi +cIx,+d 
满足 : AX + Aizxz>B1 pi 个 不 等 式 约束 
Ax + AX = B, ps 个 等 式 约束 


Xy; 2 Ü n S 3txi 
X>; Az Ë 由 的 1 个 变量 x， 
rhc, cç. Bao BÆ, Arn. Arn. Ap. An AEAEE. EEX, x 2 x 和 xz 组成。 
我 们 可 以 用 商业 的 算法 包 求解 上 面 的 问题 。 因 此 可 以 简单 地 使 用 上 面 的 方法 说 明 该 问题 ， 
然后 用 商业 的 算法 包 来 求解 。 


5.25 如 何 把 滤波 器 设计 问题 转化 为 线性 规划 问题 


假设 F(u, v) 是 滤波 器 的 目标 频率 响应 ，h(n, 由 是 要 使 用 的 数字 化 的 有 限 证 波 器 。 那 么 数 
字 化 滤波 器 的 频率 响应 是 : 


H(p, v) -vy s h(n,m)e j (un+vm) 
n=—N m=—N (5-49) 


其 中 h(n, rm 是 实数 。 从 B5-3 的 方 框 中 可 以 看 到 ， 如 条 AU v) = h(—u, 一 v)， 那么 系统 函数 
是 实 的 而 且 可 以 表达 成 : 


N N N 
Hn)=2 D X A(n m) cos(un + vm) + 2 2 (0) eos (n) + (00) 350 


这 个 等 式 表 达 了 在 实 域 上 离散 伟 里 叶 变 换 的 形式 。 我 们 想 确定 这 些 值 ， 也 就 是 想 确定 
h(0, 0), h(1, 0), ... , A(N, 0), ... , h(— N, m), h(-N +1, m), ... , h(N., m), m = 1, 2, ..., N, 使 得 
H(u, 妇 最 优 地 逼近 目标 读 波 啊 应 FL v). 这 意味 着 我 们 要 选择 上 述 APG, 访 的 值 ， 使 得 : 


ó = Maz (pwyl H (p v) — F(u,u)| (5-51) 


达到 最 小 。 
变量 (4, v) 取 连续 值 。 我 们 在 (&， 中 法 择 p. 个 具体 的 点 作为 约束 点 。 对 于 每 一 点 (ji, vi), 
Hw -Fo 的 值 都 应 小 于 或 等 于 56。 所 以 ， 我 们 可 以 得 到 每 一 点 的 条 件 是 : 
—ó <S H(p;, vi) 一 了 LU vi 
> IH) Pl) WESA Fy 
或 者 
ó + H(i ui) > PF (uá, ti) | w — 
S- Hü) Ft) J Tba p 
问题 之 一 是 ， 在 式 (5-52) 中 2pi 个 不 等 式 约束 下 ， 尝 试 最 小 化 5， 其 中 5 > 0, 同时 h(i, pj Ë 
由 的 ， 可 以 是 正 的 ， 也 可 以 是 负 的 。 
从 式 (5-50) 可 知 ， 要 选择 的 变量 个 数 是 
(N+1)N+N+1=2N?+N+N+1=2N +2N+1 


因此 ， 有 2N? + 2N + 1 个 自由 变量 和 一 个 约束 变量 〈 即 6 本 身 )。 没有 等 式 约束 (pz = 0), 
而 有 2p; 个 不 等 式 约束 。 线 性 规划 表达 为 : 
最 小 化 : z = xu 


(5-52) 
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满足 : AnXn +Ax; 2 B, 
xu 2 0 
X2; 是 H 由 的 
其 中 


til = Ó 
h(0,0) 
h(1,0) 
h(2, 0) 


h(N,0) 
h(—N,1) 


h(N,1) 
h(—N,2) 


X2 = — 


h(N.2) 
h(—N. N) 
h(N, N) 
1 


411 一 | 工人 <p1 x 1 


1 


4 是 一 个 维 数 为 2p x (2N° +2N +1) 的 和 矩阵， 其 中 的 元 素 可 以 通过 将 式 (5-50) 代 入 式 (5-52) 


`< 


2P! 个 不 等 式 约束 
1 个 非 负 变 量 
2N? +2N +1 个 自由 变量 


F(pu1, v1) 

po) 

F( u2, v2 

(2N? +2N +1)x1 —F (uz, va) 


pE 


2pı x 1 


B; = 
! EE 


F(jp, 3 Vp) 
—F (up ) Vp) 


或 式 (5-53) 得 到 ， 即 可 以 表示 成 : 


1 2 cos(11) 
—1 一 2cos(A ) 


413? 一 
1 2cos(up) 
-i —2 cos(utp, ) 


2cos( Nu + v) 
一 2 cos( Nu, + 1⁄1) 


2 cos(N jp + Vp ) 
—2cos(N up, + up, ) 


2 cos(211) 2cos(N u) 2 cos( 一 AHi + v) 
一 2 cos(2 u1) 一 2 cos( N u) 一 2 cos( 一 NA + t) 
2 cos(2pp,) 2cos(Njp)  2cos(-N up, + vp) 
一 2 cos(2jp, ) —2cos(Nup,) —2cos(—Nuy, + Yp) 


2 cos(N mı + Nu) 
—2 cos( N m + Nu) 


2cos(— Ni + Nv) 
—2 cos(-N mı + Nv) 


2cos(N up, + Nvwp, ) 
—2 cos( N up, + Nvp,) 


2cos(—N up, + Nu, ) 
—2 cos(—N up, + Nu, ) 


b. 


当 我 们 把 问题 用 线性 规划 的 方式 来 表达 ， 那 么 商业 的 线性 规划 软件 包 就 可 以 用 来 求解 。 
直接 运用 线性 规划 的 一 个 缺陷 是 ， 对 于 给 定 的 所 需 系 数 的 数目 (如 给 定 N)， 需 要 大 量 的 约束 
点 。 但 是 ， 最 后 求 得 的 滤波 器 是 在 Chebyshev 下 最 优 的 。 


B5.3 可 以 证 明 如果 滤 波 器 的 脉冲 响应 是 对 称 的 ， 即 hn, m) = hln, -m), IA RARR 
是 实 的 ， 而 且 可 以 写成 式 (3-S0) 的 形式 。 


由 式 (5-49)， 有 : 
N N 
H(u, v) = >` >` h(n, m)[cos(un + um) + j sin(um + urn)| 
n=—-N m=-N (5-54) 


只 考虑 虚 部 ， 并 且 将 对 mm 的 求 和 分 成 大 于 、 等 于 、 小 于 0 三 种 情况 : 


N N 
>` >` h(n, m)sin(un + vm) = 


n=—N m=-N 


N 一 N 
>` ` h(n, m)sin(un + um)+> h(n,m) sin(un + vm) + h(n,0) stm 
n=—N Lm=—N m=1 | 

在 括 绝 中 mm 为 负 的 求 和 部 分 ， 将 求 和 变量 变 为 扩 = -m, W: 


N N N 


1 
>` > h(m,n)sin(un + vm) = >` >` h(n, —m) sin(um 一 umn) 


=— N m=—N n=-N Lm=N 


+ 3 h(n,m) sin(um + vm) + h(n, 0) stm 


m=1 


我 们 同样 可 以 用 变量 替换 的 方法 来 处 理 对 nm 的 负 值 部 分 的 求 和 ，5s ~n。 则 : 


N N 1 N 
>` >` h(m,n)sin(un + vm) = >` y` h(—ñ, -m) sin(— pñ — vm) 


=-N m=-N 元 二 NN m=1 





S3 3 h(—ñ,m) sin(—uñ + um) + s s hín, —m) sin(pn — ur) 


ñ—=1 m=1 n=1 =i 


N N N 
+ >》 h(n,m)sin(pn + vm) + ` h(n,0) sin(pn) 


n=l m=i n=iİ 


N N 
+Y h(—ñ,0)sin(—uñ) + S h(0, =ñ) sin(— vm) 


ñ=1 m=l 


m=i 


N ' 
+2, h(0, m) sin(um) + h(0, 0) sin(y0) = 


h(0,m) = h(0, —m) 
h(n,m) = h(—n, —m) > | h(n,0) = h(—n, 0) 
h(n,—m) = h(—n,m) 
(5-56) 


而 且 因 为 sin(- 妨 = 一 sin(x)， 所 以 式 (5-55) 中 相同 类 型 下 划 线 的 部 分 互相 抵消 。 因 此 
式 (5-54) 的 虚 部 是 0， 即 滤波 器 傅 里 叶 变 换 是 实 的 ， 可 得 到 : 


N N 
H(p, v) = >` >` h(n, m) cos(un + um) 
n=— N m=—N . (5-57) 
y EE X f F EK BJ P Z2y k e R, sf UI E dt — 2 ii (e kO k H FARN , 


& ñ=-n; 对 于 负 的 m， 令 m= -m j): 


H(p, v) = 
N 1 
= DD ` h(n, -m) cos(un — um) 
用 一 一 及 Lm=N 
N 
+ Y h(n,m) cos(un + vm) + h(n, 0) cos(um) 


m=1 


1 1 1 N 
= 5y y` h(—ñ, —m) cos(—guñ, 一 vr) + >` >` h(—ñ, m) cos(—uñ + um) 





ñ=N m=N ñ=N m=1 
N d N N 
+> > h(n, —m) cos(um — ur) + y` >` h(n, m) cos(un + um) 
n=1 m=N n=l m=1 
TT V er 


1 N 
十 y ` h(—ñ, 0) cos(— uñ) + 5 h(n, 0) cos(um) 


n= N n=l 


1 N 
+ y h(0, —m) cos(—rnu) + y` h(0,m) cos(mv) + h(0,0) 


m= N m=i 
再 由 式 (5-56) 和 cos(--x) = cosx， 对 上 面 的 等 式 的 下 划 线 部 分 合并 同类 项 ， 得 到 : 


N N N N 
H(u,v) = 2 y >` h(n, m) cos(um + um) + 2 ` >` h(—n,m) cos( 一 pn + um) 


n=1 m=1 n=1 m=1 
N . N 
+2 >` h(0,m) cos(mu) + h(0,0) + 2 Y h(n, 0) cos(un) 
m= 二 1 n=i1 


N N N 
H(p, v)=2 Y D  Ah(n,m)cos(un + um) + 2 Y h(n, 0) cos(un) + h(0, 0) 


n=- N rn=1 n=l1 
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5.26 如何 减少 线性 规划 求解 的 计算 强度 


有 一 些 这 样 的 方法 、 在 达 代 算法 的 框 染 内 可 以 把 问题 分 割 成 许多 小 的 问题 。 在 算法 的 每 
个 友 代 步骤 中 ， 最 优 解 是 建立 在 约束 点 的 子 集 上 的 。 在 每 个 欠 代 步骤 算法 都 使 用 线性 规划 ， 
并 且 缩 小 Chebyshev 误 差 的 范围 。 因 此 , 它 把 一 个 大 规模 的 线性 规划 问题 分 割 成 许多 小 的 部 分 ， 
更 容易 操作 了 。 


5.27 和 迭代 方法 的 主要 思想 是 什么 


假设 我 们 有 一 个 金属 薄片 ， 想 用 它 覆 盖 一 个 曲面 。 每 次 我 们 试图 弯曲 薄片 使 它 吻合 表 
面 的 某 些 点 ， 而 在 其 他 点 由 于 其 韧性 会 突起 。 我 们 发 现 很 难 使 得 每 个 点 都 很 吻合 .因此 我 
们 首先 将 薄片 恋 曲 或 扭曲 以 使 它 可 以 吻合 某 些 点 (如 图 5-6 所 示 )， 然 后 我 们 找 那 些 偏 离 目 
标 形 状 最 大 的 点 ， 再 次 对 薄片 进行 变形 使 得 它 可 以 吻合 另 一 部 分 点 ， 其 中 包括 原先 最 大 偏 
离 的 点 。 但 显然 现在 的 薄片 还 不 能 吻合 目标 形状 的 所 有 点 。 因 为 它 包 含 了 剩余 所 中 偏离 最 
大 的 点 ， 所 以 新 的 薄片 吻合 目标 形状 的 程度 会 比 原先 的 差 一 点 。 换 句 话说 ， 随 着 吻合 变形 
处 理 的 进行 ,吻合 误差 逐渐 增加 ， 但 金属 薄片 与 目标 形状 的 吻合 会 越 来 越 好 。 因 为 从 一 步 
迭代 到 下 一 步 适 代 之 问 ， 吻 合 误差 的 下 限 都 会 增加 ， 所 以 称 这 样 一 个 算法 为 极 大 化 工法 


(maximizing). 


一 个 刚性 的 爹 
Man | 
W u ii i — 
-一 一 为 了 吻合 该 表面 
FANENE 
一 个 要 被 吻合 的 表面 | | 
s | 





图 5-6 如 何 跟 一 个 表面 逐渐 吻合 


5.28 有 什么 算法 可 以 减少 吻合 误差 的 上 限 吗 


是 的 ， 有 一 种 叫 极 小 化 方法 (minimizing)。 还 有 一 种 叫 极 小 -= 极 大 化 方法 (mini-max)， 即 
同时 增加 误差 的 下 限 和 减少 误差 的 上 限 。 在 这 里 我 们 不 打算 讨论 这 些 方法 。 


5.29 最 大 化 算法 是 如 何 工作 的 


利用 等 式 的 极限 集合 (limiting set of equation) 的 概念 和 La Vallee Poussin 定 理 就 能 处 
理 了 。 


pe Ti . 


NO 
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5.30 什么 是 等 式 的 极限 集合 


式 (5-48) 的 集合 称 为 是 有 极限 (limiting ) 的 ， 如 果 所 及, 的 值 不 为 0 而 且 所 有 绝对 值 IA, 1 
不 会 随 参 数 c 的 选择 同步 减 小 。 
5.31 什么 是 La Vallee Poussin 定 理 

假设 式 (5-48) 生 成 一 个 极限 集合 。 我 们 根据 Chebyshev 准 则 选择 一 些 能 最 佳 逼 近 F 的 c, 值 。 
记 这 种 逼近 为 忆 = Y c 8 (uv) 。 根 据 Chebyshev 准 则 ， 在 有 M 个 点 (v) (Hy) 
(nVn) 的 集合 XY 上 最 佳 逼 近 意 味 着 : 


max P*— F < maxi P — F| 
— a... — uM 
在 点 X 的 集合 上 在 同样 的 点 集 X 上 


其 中 PP 是 任何 其 他 的 逼近 ， 即 由 任何 c; 的 其 他 参数 集 确 定 的 逼近 。 一 般 的 La Vallee Poussin 
定理 规定 上 述 最 佳 Chebyshev 通 近 误差 比 随机 逼近 z 的 误差 的 最 小 值 大 。 


minx|P — F| < mazx|P*— F| 
— r 
I tEChebyshe vif iLk 2 
minx|P — F| < maz x|P* — F| < mazx|P — F| 
等 价 于 最 佳 Chebyshev 壳 近 误 差 有 上 下 窜 ， 分 别 是 其 他 逼近 误差 的 最 小 和 最 大 值 。 
5.32 如 何 证 明 La Vallee Poussin 定 理 


( 5-58) 


式 (5-58) 的 右边 显然 由 最 佳 Chebyshev 台 近 的 定义 可 以 得 到 。 为 了 证 明 左 边 的 不 等 式 ， 我 

们 首先 假设 它 不 成 立 。 假 设 : 
mazx|P* — F| < minx|P — F| > marx|An| < minx|Anm| 

这 意味 着 所 有 A 的 值 要 比 所 有 A 的 值 小 (因为 A 的 最 大 值 比 A 最 小 值 要 小 )。 这 意味 着 
如 果 我 们 改变 参数 c; 的 值 为 c; 的 值 ， 那 么 所 有 的 A 的 绝对 值 同 步 下 降 。 这 与 我 们 在 点 集 X 上 等 
式 集 合 是 有 极限 的 假设 相 了 矛盾 。 所 以 式 (5-58) 是 对 的 。 
5.33 和 迭代 算法 的 步骤 是 怎样 的 

假设 我 们 选择 一 个 点 集 X 的 子 集 XX 中 的 离散 点 (1, v) 是 被 选择 来 确定 最 佳 逼近 的 )。 在 
这 个 子 集 上 ， 我 们 选择 出 的 最 佳 逼近 为 : 

P,(u,u) = X cuv) 在 xX, 中 最 好 
?一 | 
而 县 ，、 定 义 在 X: 上 的 误差 为 : 


Ôk = marzx,|Pk — F| 


下 ss 


_ TEREBR S O 1 


在 整个 X 上 的 误差 定义 为 : 
Ex = mazx|P. — F| 
现在 寻求 一 个 新 的 点 集 ， 它 是 X 的 子 集 ， 使 得 Pi 在 X11 上 有 最 大 误 夸 
mazx, |Pk — F| = 
最 小 的 误差 
minx, ,,|Pr — F| > ôx 
并 且 ， 等 式 的 集合 


A = F(u,u) — Y cg (u, u) Yiu, v) € Xk+ 


是 有 极限 的 。 根 据 La Vallee Poussin 定 理 ， 有 : 


minx, | 天 一 < mazx,,,|Pxzai — F| < mazx,,,|Pk 一 F'| 
Ok < kp SE 


EPP EI EX, rE iB r. HH: 
Ôk+1 = MAT Xpy Pkt — F| 


从 选择 方式 可 以 看 到 ， 每 次 额外 的 点 都 包 合 EFEX 中， 显然 通过 下 限 的 增 大 ， 和 迭代 后 
式 (5-59) 的 两 个 不 等 式 会 缩 罕 。 


5.34 TEENER F 42% 858 8 aa ln 
答案 是 肯定 的 ， 可 以 通过 系统 函数 在 其 他 频率 值 的 函数 来 计算 它 在 特定 频率 的 值 , 换 名 话 


H, Hu, v) 可 以 通过 H(k, DER, Hpk, ! 取 特定 的 整数 值 ， 并 计算 Hk, DREE maxu, 


v) F(u, vj)| 最 小 。 我 们 将 考虑 特定 点 (4, v) 的 离散 值 ， 这 些 点 就 是 约束 点 。 
5.35 如 何 构造 一 个 函数 去 实现 用 滤波 器 的 其 他 频率 值 表达 它 的 某 些 频 率 的 什 
考虑 用 于 表达 让 波 器 的 脉冲 响应 与 系统 函数 关系 的 等 式 : 


H(p, v) = 


N N 
NTI > 2. h(n,m)e 1 )" 


(5-60) 
注意 到 (iu 风 取 整数 值 ， 并 且 本 章 到 此 为 止 都 没有 用 它们 来 表示 有 角 的 频率 。 这 个 系统 图 
数 的 离散 侍 里 叶 逆 变换 是 : 





h(m,n) = D D enotam 
Egs + 1, NI=-—N (5-61) 


[Se 


144 £ 5 * 


令 2N +1 = p. mama W D = 丘 ( 一 -六 ， 这 时 虚 部 正好 可 以 消 掉 ， 那 么 恋 波 函数 
是 实 的 (这 也 是 我 们 想 要 的 )， 


h(m,n) P > H (k,l) cos [ŽE ue + mg 
=-N 二 一 (5-62) 
由 式 (5-62)， 显 然 有 hm, n) = h(—m, -有 站， 并 且 利 用 式 (5-60) 可 以 得 到 : 


N 


H(u,u) = > >` 3 h(n, m) cos ET + wm)| 


人 一 一 及 m=-N ( 5-63 ) 


为 了 用 的 其 他 值 表达 Hy, v)， 将 式 (5-62) 代 入 式 (5-63): 
H(u v=} 3 3 3 s 5 H(k, I) os| 27 (mktmD |eos| EE +m) 
n=— Nm=-—-Nk=-—Nl=-N (5-64) 
可 以 证 明 上 式 可 以 被 改写 为 (参见 方 框 B5.4): 


H(i | 3H(0,0)®(0,0) Ym, 中) 更 (0， N45 DA 1)B(k, | 
(2N +1 k=1l1=— WN (5-65) 


Jeri b(k, DE LL RIBJ — B R 2 , 





° 815.4 构造 一 个 3x 3 的 ， 具有 以 下 频率 响应 的 实 对 称 的 滤波 器 (所谓 对 称 就 是 两 个 参数 同时 
° 改变 符号 ): 


F(p,v)=1 当 (4,v) = (0,—1),(—1,0), 1,0), (0,1) 时 
F(u,v)=0 当  (mv)=(-1,—1),(1,—1), (0,0), (—1,1),(1,1) 时 
形式 化 描述 这 个 问题 以 便 用 线性 规划 的 方法 来 求解 。 将 每 个 所 涉及 的 阵列 的 维 数 和 元 素 
表述 清楚 。( 建 议 在 健 里 叶 空间 中 至 多 用 9 个 约束 后 ) 
由 于 对 称 性 ， 有 
 h(-1,-1) = h(,1) 
h(—1,0) = h(1,0) 
h(0, —1) h(0,1) 
h(—1,1) = R(l,—1) 


对 于 一 个 3 x 3 的 滤波 器 来 说 ， 显 然 式 (5-65) 中 和 N= 1， 则 : 


H(pn,u) = 2h(-—1,1)cos(v — u) + 2h(0,1)cosv+ 2h(1, 1) cos(u + v) 
+ 2h(1,0) cos u + h(0,0) 


a : 
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h(1,1). h(1,0). k(O, 1), h(1,-1)#HA(0, 0) 是 需要 确定 的 未 知 数 。 由 于 它们 可 以 是 负 值 或 
正 值 ， 这 些 是 完全 未 知 的 。 定 义 误差 $= max, H(u, v)-F(u, vl, JBA: 


ô> H-F > ó—H>-F 
ô > |H Pl»{ 2 r m > ô+H >F 


在 频率 空间 对 于 每 个 约束 点 都 采用 类 似 于 上 面 的 两 个 不 等 式 ， 即 ， 总 共有 18 个 不 等 式 。 
非 负 的 6 需要 极 小 化 ， 它 是 未 知 的 。 因 此 问题 转化 为 : 在 下 面 的 约束 下 ， 极 小 化 Z = X:: 


AIXI +A1,X,> B, 共 18 个 不 等 式 


X, 20 1 个 未 知 
XAM 5 个 未 知 
其 中 Xi =ô . 
h(0, 0) i 
h(0, 1) | 
X2 = h(—1,1) Alil 一 
h(1,0) : 
h(1,1) l 
按 下 面 的 顺序 考虑 传 里 叶 空间 上 的 抬 : ~ [84 
1 2 3 
4 Š 6 
7 8 9 
(—1,1) (0,—1) (1, —1) 
(—1,0) (0, 0) (1, 0) 
(一 |, 1) (0,1) (1,1) 
那么 
0 
0 
-1 
1 
0 
0 
—1 
1 
B= | 0 每 个 元 素 是 - F(u, VEF, v) 的 值 
—1 
1 
0 
Ü 
_1 
1 
0 
0 
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—1 


1 


B5.4 式 (5-65) 的 证 明 。 


2 
运用 恒等式 cosacosB = scos(a +B)+cos(a -BP)] ， 并 且 定 义 ~ = A ， 式 (5-64) 可 以 


改写 为 : 


H(u,u) 


一 2 Cos 1 
2cos 1 
—2cos 1 
2cosl 
—2 cos 1 
2 cos 1 
一 2 

2 

—2 

2 

一 2 

2 

—2 cos i 
2 cos 1 
—2 cos 1 
2 cos 1 
—2 cos 1 
2cos1 


一 2 

2 

—2 cos 1 
2 cos 1 
—2 cos 2 
2 cos 2 
—2 cos 1 
2 cos 1 
—2 

2 
—2cosl 
2cosl 
—2 cos 2 
2 cos 2 
—2 cos 1 
2 cos 1 
一 了 

2 





一 2 cos 1 
2 cos 1 
—2 

2 

—2 cos 1 
2 cos 1 
一 2 cos 1 
2cos1 
—2 

2 

—2 cos 1 
2 cos 1 
—2 cos 1 
2 cos1 
一 2 

2 
一 2 cos 1 
2 cos 1 








5 > s y s H(k,l) fcos[4n( + k) + mA(l + v)] 


k=—N I=—N n=—N m=—N 
+ cos[nA(k — u) +mA(I — u)]) 














A(u + k) 
All + v) 
A(k — p) 
A(l — v) 


Hi 
S £ < R 






那么 


1 x N N | 
H(p, v) = >> >` s H(k,1) >` y {cos(ngz+my)+cos(nu+mv)} 


k=—NI=—N n=—Nm=—N (5-66) 


首先 考虑 括 弧 里 的 第 一 项 : 


N N 
> > cosínz +my) = 


n= 二 —N m=— N 


N N 
> >` (cos(nz) cos(my) + sin(my) sin(nz)) 


n 二 —N m=—N 





A 


一 能 请 放学 O S OM 


= x cos(nz) » cos(my) 


m=— N 
+ D sin(my) 3 sin(nz) 
m=— N n=— N 


由 于 sine 是 奇 函 数 ， 因 此 sin(my) 在 一 个 对 称 的 区 域 上 求 和 后 得 到 是 0。 这 样 上 式 的 第 
二 项 可 以 消 掉 。 男 一 方面 ，cos(a0) 是 偶 国 数 ， 上 式 可 写 为 : 


N N N N 
>` > cos(nz + my) = h: +2 >` ct (4 +2 > cm 


n=— N m=— N n=1 m=1 


利用 下 面 的 恒等式 代入 上 去: 


S cos(kz) = cos | 二 + l, sin — l 
E 2 2 sin š 


k=1 





可 以 得 到 : 


X < 2 cos (Y z) sin 学 2 cos (y) sin 2 
y ` s osna t m= (1 s (+ imn 


n=—-Nm=-N 


同样 ， 运 用 恒等式 : 2cosasinf = sin(a + f)—sin(a— 月 。 可 以 得 到 : 


N 这 sin z) 一 Sin sin (y) —sin Ë 
>` >` cos(nz+my) = Ë 十 一 (° eng) — = 


n=— Nm=—N 
_ sin (25E2 z) sin (2529) 
_ sin š sin š | (5-67) 
定义 : 
_ sinfr(a + 8)] 
usa sin[F (a +P)] (5-68) 





Hp, x 和 A 的 定义 ， 有 : re PNH Ause Et ht . 对 于 





2 +1 有 类 似 的 结果 。 因 此 式 (5-67) 可 以 写 为 : 


N N 
S 3 cos(nz+my)= ,kG v) 


n=— N 和 一 一 及 (5-69) 


用 类 似 的 方法 可 以 得 到 : 


N N 
>》 y cos(nu + mv) = %(k, —u)ó(1], —u) 


n=—N m=-—N : 


~] 
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那么 式 (5-66) 可 以 写 为 : 


H(p,v) = > = È 5 H(k,1) (é(u,k)é(1, v) + pk, —i)ó(1, —v)} 
-N I=-N (5-70) 
定义 : | 
(k,l) = plu, k)@(1,u) + pk, —yu)ġ(l, =v) (5-71 ) 
由 9g 的 定义 ( 式 (5-68))， 显 然 有 : 


(k,l) = #@(—k,—D 
EAH, D = H(--k, 一 中。 那么 式 (5-70) 可 以 进一步 简化 为 : 


H(u,u) = == x > H(k, I)®(k, D+ DA DE(k, 1) + H(k,0)®(k, J 


i=l 


N 
=-= > È H(k,-Dë(k, -D + SHG, DƏ(k, D) + H(k,0)@(k, i 


-N | i=1 I=1 


用 类 似 的 方式 ， 把 k 求 和 的 式 子 拆 成 0 项 、 正 的 部 分 和 人 负 的 部 分 ， 定义 新 的 变量 =k 
来 对 k 为 负 的 部 分 求 和 : 


N N | N N 
H(u, u) 一 s= p >` H(—k, —D#(—k,—l) + y ` >` H(—k, ))#(—k, l) 


k=1 I=1 k=1 (=1 
N 
+ 》 H(—k,0)6(—ËE,0) + SSH _D%(k,—D 
1 k=1 l=1 
N N 
SSH 1)® (k,l) 
k=1 {=1 I 





+ ut 0)é(k,0) + S` HO, 一 站 更 (0, 一 人 


i=1 


N 
+ 》 H(0,D) (0, + H(0,0)#(0,0) 
i=1 


H FAROK, DIH, D 的 对 称 性 ， 上 式 中 有 同样 下 划 线 的 部 分 是 相同 的 ， 因此 将 它 
们 合并 得 到 : 


N N 
H(p, v) = >> D%(k, l) HYH _D$(k, —!) 


k=1 i=1 k=1 I=1 


国人 a So + 


-9 


+ S 0)#(k,0) + 2 5 H(0 1)®(0,1) + H(0,0) (0, o) 
= (5-72) 
上 式 右 边 的 前 三 项 可 以 合并 成 一 项 ， 因 为 这 三 项 完全 包括 了 对 ! 求 和 的 正 的 部 分 、 负 
的 部 分 和 0 项 ， 得 到 : 


H(p,v) = 2p? EE > ` H(k,)@(k, +2 H0, 站) 更 (0， 1) + H(0, 0) 更 (0， J 188 


k=i i=—N 


H(p, v) = = 五 (0, 0) 更 (0,0) + SH(0, 1)®(0, 1) 


mr |: 
QN + CN+D 各 
15 » A 


k=1 {=—N 





5.36 当 仅 在 频 域 设计 滤波 器 时 要 怎样 做 


”需要 找到 HK, D, k= 0, 1,..., N，1 = 0,1,.., N， 的 系数 最 优 值 ， 使 得 在 固定 数目 的 约束 点 
(u; ,vi) 用 H(4, 站) 逼近 FA, vy) 的 误差 达到 最 小 。 
实际 应 用 的 时 候 ， 通 常 的 做 法 是 固定 HCk, D 的 一 些 值 ， 然 后 对 余下 的 值 进行 最 优化 选择 。 
例如 ， 在 低 通 滤 波 器 情况 下 ， 对 于 我 们 想 要 保留 的 频率 ， 令 H(k, D = 1， 而 对 不 需要 的 频率 ， 
ZAH(k,D = 0。 然 后 余下 的 过 度 频率 H(k,) 将 被 确定 (如 图 5-7 所 示 )。 


7 ° ° >o ° 频谱 面 
连续 值 。 | Fr- 终止 波段 : SARAH, 0 在 这 里 等 于 0 





¿Kk 
I ~ 网 格 什 
连续 什 


通过 波段 : 令 所 有 HK, 站 在 这 里 等 于 1 


图 5-7 在 频 域 中 固定 某 些 滤波 器 的 值 ， 而 让 其 他 值 自由 


EEEE TE EEE TTE T a 
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5.37 如 何 求解 未 知 值 H(k, l) 
类 似 于 式 (5-50) ， 可 以 用 线性 规划 的 方法 求解 式 (5-65)。 
5.38 根据 Chebyshev 准 则 频率 采样 方法 是 否 能 得 到 最 优 解 
不 能 ， 因 为 H(k, D) 的 某 些 值 是 固定 的 ， 所 以 并 没有 对 全 部 Hk, 0 的 值 求 最 优化 。 


例 5.5 在 频 域 上 用 形式 化 描述 滤波 器 设计 问题 以 便 可 以 用 线性 规划 包 求解 ， 


比较 式 (5-65) 和 式 (5-50)， 可 以 看 出 该 问题 类 似 于 在 实 域 上 用 线性 规划 的 方法 确定 滤波 器 的 
值 ， 在 实 域 的 情形 下 ， 试 图 确定 h(0, 0), AA, 0)… AN, 0), AON, mM AON +1, m), (N, m), ` 
m = 1, 2,…, 入 ， 而 现在 在 频 域 的 情形 下 ， 是 要 确定 8(0, 0), HO, 1),…,H(0, MHk, —N).H(k, -N 
+1); H(k, N), k= 1,2,……N。 | 

在 实 域 的 情形 下 ， 式 (5-50) 中 出 现 了 函数 cos(una +vm)。 现 在 有 对 应 的 函数 中 (Jy, v), 同样， 
(u, 风 ) 对 于 两 个 参数 也 是 一 个 偶 函 数 ， 因 此 ， 它 在 相关 问题 的 求解 中 的 作用 跟 余弦 函数 类 似 。 
由 此 ， 问 题 可 以 表述 为 : 


最 小 化 : 
Z = Z11 
约束 条 件 为 : 
Az 十 4i272 > Bı 
其 中 : 
411 一 Ó 
并 且 
H(0,0) 
H(1,0) 
H(2,0) 
H(N, 0) | : Flp,m) 
HUN — F(u, u) 
(2N? +2N +1)xi PAA 2p; x 1 
— H(N,1) B. = — F (H2, V2 1 
“=| aono | EE | | ss 
: Í f F(up,: Up) 
H(N,2) | -F (Hp tp) 


H(-N,N) 


H(N,N) 


i 和 


_- 维 汪 居 和 


1 


An = 1 — 2p x 1 
矩阵 
1 
hw 是 一 个 2p; x (2N? +2N + 的 矩阵 ， 其 中 的 元 素 可 以 通过 把 式 (5-65) 代 入 不 等 式 约束 中 得 
到 。 它 可 以 写 为 : 


1 28(m,0)  28(24,0) ... 28(N,0) 2B(— Ni,m) 
—1 2B,0) —2@(24,0) ... —28(Nm,0)  —28(-N m,r) 
Ai»= 
1 28 (Jp, ` 0) 2 于 (2Hpi L 0) “ °. 2@(Npup, 5 0) 2 中 (一 NAHp ° Vp) 
—1 —28(up.0) —28(24p,,0) ... —28(Nup, ,0) —28(-N Hp, Vp) 
2B (NA1,V1) ..- 2B(—Nui, Ni) ..- 2B (Np, Nin) 
一 2 更 ( AI ) e’ 一 2 更 (一 NA Nn) ... —2(N u, Nui) 
2P(N up u) --- 28(-N upm, NYp) ... 2P(N up Nu, ) 
. —2$(N up, Vp) “ —2(—-N Hp, Nvpi ) e. —28(N up, Nu, ) 





5.39 本 章 要 点 


如 果 准 确 指定 一 个 滤波 器 频率 响应 在 有 限 的 区 域 之 外 为 0， 我 们 便 获 得 了 一 个 实 域 上 的 无 
限 滤 波 器 。 一 个 数字 化 的 无 限 滤 波 器 可 以 借助 z 变 换 表 达成 递归 滤波 器 。 二 维 z 变 换 比 一 维 z 变 
HERR. 还 有 ， 递 归 滤 波 器 要 满足 特定 的 准则 以 便 稳定 。 二 维 数字 滤波 器 理论 、 它 们 的 
稳定 性 准则 以 及 它们 的 设计 问题 已 经 超出 了 本 书 的 范围 。 

为 了 避免 用 无 限 脉 冲 响应 滤波 器 ， 可 以 用 逼近 的 方法 。 首 先 确定 所 需 斌 波 器 频率 响应 ， 
然后 试图 去 找 有 限 的 脉冲 响应 滤波 器 ， 使 得 它 能 在 要 求 的 频率 上 有 尽 可 能 好 的 逼近 。 

有 了 时， 能 在 一 些 频率 上 准确 获得 所 需 的 频率 响应 是 很 重要 的 ， 而 对 于 其 他 的 频率 不 必 太 
关心 。 因 此 ， 在 特定 的 频率 上 确定 滤波 器 的 频率 响应 ， 然 后 用 逼近 的 方法 确定 该 无 波 器 在 其 
他 频率 上 的 值 。 


在 滤波 器 设计 的 逼近 的 准则 中 ， 时 的 是 Chebyshev 范 数 而 不 是 最 小 均 方 误差 。 这 是 因为 


我 们 更 关心 的 是 在 逼近 过 程 中 每 个 频率 上 的 误差 ， 而 不 是 全 部 频率 不 均匀 分 布 所 产生 的 整体 
误差 ， 











第 6 章 图 像 复 原 


6.1 什么 是 图 像 复原 
图 像 复 原 是 指使 用 客观 标准 和 图 像 本 身 的 先 验 知识 来 改善 给 定 图 像 的 过 程 。 
6.2 图 像 增强 和 图 像 复原 之 间 的 区 别 是 什么 


图 像 增强 是 指使 用 主观 标准 改善 图 像 ， 而 图 像 复原 是 指 采 用 与 图 像 受 损 过 程 相 有 反 的 过 程 
来 恢复 图 像 ， 这 里 使 用 的 是 客观 标准 。 


6.3 为 什么 图 像 需 要 复原 


图 像 个 别 像 素 灰 度 值 的 改变 可 能 导致 图 像 的 退化 ， 而 个 别 像素 偏离 正确 位 置 也 可 能 引起 
图 像 的 畸变 。 后 者 正 是 几何 复原 (geometric restoration) 的 研究 主题 。 | 

几何 复原 又 称 为 图 像 对 准 (image registration)， 因 为 它 借助 寻找 同一 区 域 在 不 同 视角 下 
的 两 幅 图 像 的 对 应 点 对 处 理 。 图 像 对 准 在 遥感 应 用 中 是 非常 重要 的 ， 例 如 航空 照片 要 和 地 图 
进行 校准 ， 或 者 同一 区 域 的 两 幅 航 空 图 片 互相 校准 。 


6.4 几何 畸变 是 如 何 产生 的 


透镜 或 者 采集 图 像 过 程 中 传感器 的 不 规则 移动 都 可 能 造成 图 像 的 几何 时 变 (geometric 
distortion ) 。 在 第 一 种 情况 下 ， 畸 变 如 图 6-1 所 示 ， 这 种 变形 看 上 去 是 规则 的 。 而 第 二 种 情况 
产生 在 诸如 用 行 扫描 相机 从 空中 拍摄 地 球 表面 照片 的 时 候 。 当 飞机 摇摆 时 ， 拍 摄 的 图 像 就 会 
产生 非 均 名 的 扭曲 ， 像 素 从 真实 位 置 移动 的 距离 会 达到 像素 间距 的 4~ 5 倍 。 





a) 原始 图 像 b) 正 型 畸变 c) 桶 型 畸变 
图 6-1 由 透镜 产生 的 几何 畸变 的 例子 


6.5 几何 畸变 的 图 像 如 何 被 复原 

我 们 先 创建 一 个 与 畸变 图 像 大 小 相同 的 空 数 字 和 矩阵 ， 然 后 用 这 个 矩阵 存放 校正 后 的 图 像 。 
我 们 的 目标 是 给 这 个 矩阵 中 的 每 个 元 素 赋予 灰 度 值 。 可 以 通过 两 步 运算 来 实现 : 第 一 步 插入 
灰 度 值 ; 第 二 步 空 间 转 换 。 
6.6 如 何 实现 空间 变换 

假设 像素 的 真实 位 置 是 (x,y)， 畸 变 后 的 位 置 是 (久久 ( 见 图 6-2)。 一 般 地 ， 存 在 一 个 使 一 组 
坐标 变换 到 另 一 组 坐标 的 变换 ， 即 : 


t 
li 


Oz(x,y) (6-1) 


O,(z,y) (6-2) 


<, 
| 





校正 后 的 图 像 畸变 图 像 


图 6-2 图 中 的 像素 对 应 于 网 格 的 节点 ， 校 正 后 的 图 像 
的 网 格 中 的 像素 A 对 应 于 原 图 像 中 的 像素 A' 
首先 ， 我 们 必须 找到 校正 后 图 像 中 的 每 个 像素 在 畸变 图 像 中 对 应 的 坐标 位 置 。 这 里 ， 我 
们 经 常会 做 一 些 假设 ， 例 如 ,我 们 可 以 假设 上 述 变换 具有 下 列 形式 : 
£ = ct + cə27 十 C37 +c : (6-3) 


Q = cgz 十 c6y 十 c7Z9 + cs (6-4) 
其 中 ci, co, … ,ct 是 参数 。 另 外 ， 我 们 也 可 以 假设 更 一 般 的 形式 ， 上 述 等 式 的 右边 可 以 出 
现 x 和 y 的 平方 项 。 参 数 c1, cx, … , cs 的 值 是 由 已 知 点 ( 称 为 结 点 ) 的 变换 来 确定 的 。 例如， 在 
拍摄 地 球 表面 的 航空 照片 中 ， 总 有 一 些 已 知 确切 位 置 的 地 标 。 地 球 表面 分 布 着 许多 类 似 的 扩 。 
我 们 可 以 利用 四 个 这 样 的 点 来 确定 上 述 八 个 参数 的 值 ， 并 假设 具有 这 些 参 数值 的 变换 公式 在 
由 这 四 个 结 点 所 定义 的 四 边 形 中 都 成 立 。 
然后 ， 利 用 这 个 变换 ， 就 可 以 找到 校正 后 的 图 像 中 点 4 在 畸变 图 像 中 的 对 应 点 4' 的 位 置 了 。 


6.7 为 什么 灰 度 插值 是 必要 的 
尽管 点 4 在 (x, 》) 空 间 中 的 坐标 是 整数 值 ， 但 点 4 的 坐标 似乎 并 不 是 整数 值 。 这 就 意味 着 我 


pi 


人 


们 实际 上 不 知道 4 位 置 的 精确 灰 度 值 ， 需 要 进行 灰 度 插值 处 理 。A' 位 置 的 灰 度 值 可 以 由 (x.y) 
空间 中 四 个 最 近邻 像素 的 值 来 估算 ， 例如， 可 以 采用 双 线 性 插值 的 方法 。 假 设 在 每 个 小 方 格 
内 灰 度 值 都 是 位 置 坐标 的 简单 图 数 : 
g($&,0) = aê + B + +$ + ó 

kto, …，6 是 一 些 参数 。 将 四 个 角 的 像素 值 代 入 上 式 ， 可 推导 出 gc、B8、7y 和 6， 然后 利 
用 这 些 值 来 计算 4' 位 置 的 8 。 

图 6-3 是 畸变 图 像 中 点 4' 的 邻 域 的 放大 图 ， 离 4' 点 四 个 最 近 的 像素 都 具有 整数 坐标 。 

当然 也 可 以 采用 更 简单 或 者 更 复杂 的 插值 方法 。 例如， 最 简单 的 方法 就 是 最 近邻 插值 法 ， 
4 点 的 灰 度 值 可 以 取 其 最 近邻 像素 的 灰 度 值 。 而 更 复杂 的 方法 则 是 通过 4 附近 更 大 的 像素 块 来 
构造 更 高 阶 的 表面 方程 ， 然 后 通过 解 这 个 方程 求 出 4' 的 值 。 195 


([x,], [y,]) (x. la. [y,]) 








(F... ysl) (Eala, [y+1) 


图 6-3 点 4' 在 非 整 数位 置 ， 它 周围 的 四 个 像素 都 在 整数 
位 置 并 且 灰 度 值 已 知 〈[x] 是 指 x 的 整数 部 分 ) 





° 例 6.1 下 图 中 ， 右 边 的 网 格 图 是 几何 畸变 图 像 ， 且 将 左边 参考 图 像 中 点 4、B、C、D 的 对 应 点 

° 标记 为 结 点 。 左 图 中 各 项 表示 坐标 位 置 。 假 设 矩 形 4BCD 的 畸变 可 以 由 双 线 性 插值 来 建 模 ， 并 
”上 且 其 内 部 像素 的 灰 度 值 也 可 以 由 双 线 性 插值 来 建 模 ， 那 么 我 们 就 可 以 计算 出 参考 图 像 中 像素 
位 置 (2，2) 的 灰 度 值 。 


A B A 

0,0) G, (2,0) [3,0) (4,0) m 3 2 5 1 
(0,1) (1,1) (2,1) (3,1) (4,1) 3 3 4 ØB 4 
(0,2) (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) 0 5 5 3 3 
(1,3) (2,3) EK3,3)p (4,3) 0 BC 2 1 2 
0,4) (1,4) (24) (3,4) (4,4) 2 1 0 3 BD 


假设 像素 在 畸变 图 像 中 的 位 置 CNAA El f rh BJ y E (x, y): 


£# = cl 十 cz 十 C378 + c4 
| CT + cey + cz771/ + Cg 
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下 面 我 们 将 给 出 两 幅 图 像 中 使 用 的 四 个 结 点 的 相对 坐标 : 


像素 4 
像素 
像素 C 
像素 D 


畸变 图 像 的 对 应 坐标 (X,y) 参考 图 像 的 坐标 (x, y) 
(0, 0) ~ (0, 0) 
(3, 1) (3, 0) 
(1, 3) (0, 3) 
(4, 4) (3, 3) 


利用 这 些 ， 可 以 计算 参数 cj, co, .… ,Cg 的 值 : 


. ca = 0 

像素 4: eg = 0 
. 3 = 3c1 cl = 1 

B: 

像素 15123 
1 = 3c» co = 1 
=C: = 3 
像素 l= | { 


. 4=3+3x4+9c c 
s D: 3 3 
像素 33 tes EA 


因此 ,矩形 4BCD 中 的 任何 像素 在 畸变 后 的 对 应 坐标 都 可 以 由 下 式 求 出 : 


A 


A= x+2>, $= Z+ 
3 2312 


对 于 x =y=2， 可 以 得 到 3=2+5， )=3+2 。 因此， 像素 (2, 2) 在 畸变 图 像 中 对 应 坐标 是 


(22,22) ， 这 个 位 置 位 于 畸变 图 像 的 像素 之 间 ， 具 体 地 说 它 处 于 具有 下 述 灰 度 值 的 像素 之 问 : 





2/3 


我 们 定义 一 个 局 部 坐标 系统 (和 ,为 ， 使 得 系统 中 左上 角 像 素 对 应 坐标 (0, 0) ， 右 上 角 像 素 对 
应 坐标 (1, 0)， 左 下 角 和 右 下 角 像素 分 别 对 应 坐标 (0, 1) 和 (1, D) 。 假 设 这 四 个 像素 间 的 像素 灰 
度 值 可 以 由 这 四 个 角 上 的 像素 灰 度 值 通过 双 线 性 插值 计算 得 到 ， 则 有 : 


g(š, g) = aš + B$ + Y2% + ó 


将 四 个 邻近 像素 代入 ， 得 : 


5 一 aw:0+p8.0+7:0+6 > $=5 
3=a-1+8-0+y-0+5 > a= -2 


2=(—2)-0+8-1+y-0+5 > 8=-3 
1 = (—2) -1 + (-3)-1+7y-1-1+5 > 7=1 


g(ē, g) = —22 — 38 + žğ +5 
`- 2 ~ 2... , 
rezi = S SA, 可 得 : 


2 2 2 ? 4 6 4 1 
__ox2_3x2+2x2+5=--< -22<+5=2- 
9 Xs X33t3*Xa3t 3 3 to 9529 


因此 ， 点 (2, 2) 处 的 灰 度 值 为 25 ， 四 含 五 人 后 得 到 2。 如 果 采用 的 是 最 近邻 插值 法 ， 那 么 
此 处 的 灰 度 值 将 是 1， 因 为 它 最 近邻 的 像素 是 右 下 角 的 像素 点 。 ° 


e 
WIN 


6.8 退化 图 像 是 如 何 依赖 非 退 化 图 像 和 线性 退化 过 程 的 点 扩展 函数 的 
假设 对 图 像 造 成 破坏 性 的 影响 是 线性 的 ， 输 出 图 像 8(o, B) 可 由 输入 图 像 Ax, yy ku F: 


十 co +o ` . 
g(a, B) = j i J — (z nh(z, ya, B)dzdy 6 


其 中 ，h(x, y, a, B) 是 表示 退化 影响 的 点 扩散 饥 数 。 
6.9 退化 图 像 是 如 何 依赖 于 非 退化 图 像 和 线性 移 不 变 退 化 过 程 的 点 扩展 函数 的 
如 果 我 们 有 
h(z,v,o,0) = hla - z,ß — y) (6-6) 


JIJER020 4 3 AT AR ARER A RR H EK O H H fk š ik. s ER rh ib s< 
的 相对 位 置 ， 而 与 该 点 的 实际 位 置 无 天 。 | 
可 得 


十 ce pto 
x gla, b) = J. J. f(z, ,y)kla — z,ß — y)drdy (6-7) 
可 以 看 出 式 (6-7) 实 际 上 是 非 退 化 图 像 Ax, y) 和 点 扩散 函数 的 卷 积 ， 可 以 写 出 其 健 里 时 变换 
形式 : 
G(u, v) = Ê(u,v) E(u, v) (6-8) 


其 中 ， 侣 、 户 入 分别 为 函数 /、g 和 h 的 伟 里 叶 变 换 。 
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6.40 对 于 离散 图 像 式 (6-5) 的 形式 是 怎样 的 


N N 
glij) = 5 >》 f(k,DA(k,Li,j) 
k=1 I=1 (6-9) 
式 (6-9) 可 以 写成 矩阵 形式 〈 参 见 式 (1-25)): 


= Hf 
Š (6-10) 


”6.11 图 像 复原 的 问题 是 什么 


图 像 复原 的 问题 是 ， 给 定 退 化 图 像 8， 要 将 它 恢复 成 初始 未 退化 图 像 f。 
6.12 如何 解决 图 像 复 原 的 问题 


如 果 有 退化 过 程 的 点 扩散 函数 或 者 其 傅 里 叶 变换 ( 即 传递 函数 ) 的 先 验 知识 ， 那 么 就 可 
以 解决 图 像 复原 的 问题 。 


6.13 ”如 何 获 得 退化 过 程 的 传递 函数 及 (u,v) 的 信息 


1) 由 引起 退化 的 物理 过 程 中 的 知识 获得 。 例 如 ， 当 退化 是 由 衍射 产生 时 ， 可 以 计算 出 
H(u,v)。 同 样 地 ， 如 果 退 化 是 由 大 气 淇 流 或 者 运动 产生 的 ， 也 可 以 建 模 并 计算 Hlu, v). 

2) 可 以 从 图 像 本 身 提取 Au, hla- B-y) 的 信息 。 即 ， 名 略 隐 含 的 物理 过 程 所 产生 
的 实际 状态 ， 仅 从 该 过 程 对 已 知 对 象 的 图 像 产 生 的 影响 入 手 来 获取 信息 。 







例 6 2 当 报 东 特 定 静 态 场景 时 ， 相 机 沿 平行 于 图 像 平面 (x, y) 的 平面 移动 ， 这 等 价 于 静态 场景 


沿 xXx，y 方 向 分 别 移动 距离 xo(?)，yo(?)， 其 中 xo(0 和 yo(0 都 是 时 间 : 的 函数 。 相机 延 时 从 +=0 到 t= 
T (7 是 常数 )。 于 是 ， 可 以 得 出 像素 位 置 (x, y) 处 的 亮度 值 的 表达 式 ， 它 以 场景 亮度 函数 所 x, y) 
的 形式 表达 出 来 。 

底片 任意 点 的 曝光 时 间 都 将 是 7， 于 是 可 以 得 到 模糊 图 像 : 


T 
glz,y) = f f(z — zo(t), y — yolt))dt 
0 (6-11) 


例 6.3 例 6.2 给 出 了 传递 函数 ， 利用 传 闻 函数 我 们 可 以 对 由 相机 移动 产生 的 图 像 浊 化 过 各 如 江 
假设 退化 过 程 是 移 不 变 线性 点 扩散 函数 。 


考虑 例 6.2 中 定义 的 函数 g(x, >) 的 伟 里 叶 变 换 : 


N +O 十 De f | 
G(u,v) = J J g(x, yje? to dedy 
一 co “一 5 (6-12) 


Doer e nET YAT LAMIRE HTa ram sa oee en s = 


将 式 (6-11) 代 入 式 (6-12)， 得 : 


_ 十 co 十 ec T f 
Guy) = J f f f(z — zo(t).y — yo(t))dte 2" 2+) dydy 
— OO 一 Ce 0 


(6-13) 
交换 积分 顺序 ， 则 有 : 
N T 十 co /十 ee | 
Ĝ(u,v) = J | J I f i f(e — zoli) y — wl)e "ert dedy | dt 
Nee, UUUUULLLUULLLLLL................ 
这 是 平移 函数 分 别 沿 x, y 方 向 平移 xo, m 的 傅 里 叶 变换 (6-14) 


由 上 述 (参见 式 (2-67)) 可 知 ， 平 移 函 数 的 傅 里 时 变换 和 非 平移 函数 的 传 里 叶 变 换 之 间 的 
关系 可 由 下 式 给 出 : 


(平移 函数 的 傅 里 叶 变换 ) = ( 非 平移 函数 的 傅 里 叶 变换 ) et 
因此 可 得 : 
T 
G (u, v) — J F(u, v)e™2"i(uzotvyo) dt 
0 


其 中 ， Fi(wv) 是 场景 亮度 函数 Kx, y) 的 傅 里 叶 变换 ， 即 未 经 模糊 的 图 像 。 F(u,v) 与 时 间 无 
关 ， 所 以 可 以 从 积分 符号 中 提出 : 


| 
Ĝ(u, v) = Pu,v) f e7?riluzo(t)+vyolt)) dt 
0 
与 式 (6-8) 相 比较 ， 可 得 : 


T 
Å (u,v) = J e 2j(uzo(t) +opo(t)) dt 
0 


例 6.4 设 例 6.2 中 的 运动 只 沿 z* 方 向 且 保持 常 速度 = ， 则 y| (z) = 0, TOE 下 面 来 计算 产 
生 运 动 模糊 的 传递 图 数 。 
将 yo(D 和 xzo(D 代 入 例 6.3 的 结果 《〈 式 (6-15) 中 ) ， 可 行 : 





T 
T — 27 ju% T . 
和 _ —2mju St y 一 e — _ e 27jue — 1 
H(u,v) = / € 7 dt —27TJum o 2n Jue | | 
T T'e Tiua 








[1 _ e 2njue:] 一 [ee _ er7va] = 


27I uo 2rjua 
N Te Tjue9 sin(rua sin(rua) _;¿x 
fao = D sinua) -TEST jr 


2]7ruoa TUQ (6-16) 


N2 
© 
ə 


(6-15) _. 
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例 6.5(B) ”假设 相机 延 时 的 时 间 间 隔 为 T， 由 于 相机 的 移动 使 我 们 感觉 好 像 是 场景 中 的 物体 由 
去 位 移 处 开始 ， 以 初速 度 % 沿 y 轴 正 向 移动 且 有 固定 加 速度 2c。 下 面 来 推导 此 例 中 退化 过 程 的 
传递 函数 。 

此 例 中 xol?) = 0 R. 


d 
E = Rat + b => yolt) =at? + bt +e 





其 中 ，o 为 固定 加 速度 的 一 半 ，b 和 c 为 整 型 常量 。 且 有 下 列 初始 条 件 : 


t=0 零 位 移 即 c=0 
t=0 位 移 速度 = s= b = so 


因此 : 
yo(t) = at? + sot 


将 xo( 上 和 yo 代入 式 (6-13)， 则 : 


T 
H(u,v) — J e—2"iv(at +sot) qa 
0 


T T 
f cos [2roat 十 27rrusot| dt- j J sin [2roat 十 27rusot] dt 
0 0 
可 以 使 用 下 列 公式 : 
2 _ fr ac-b „faz +b\ . ac- b ztn) 
fooslaz 十 pr 十 cjdz = 2 [es " C ( Ja ) sin 一 一 S Ja 
t+ 


. . 2 _ Í" ac-b2 /artb\ . ac-b (° °)! 
[sin(e +bz+c)dz = {os " s ( a )+sin - C J 


其 中 S(X) 和 C(x) 分 别 为 : 


























土 述 公 式 又 被 称 作 Fresnel 积 分 。 
a > 27va 
b — 2m7Tuso 





c — 0 
可 得 
1 278 ot + so 
= cos 2250 0 | Vinu — => 
H(u,v) N feos z C ( TU Z ) 


站 : . -. - o e Tua: (s. - ai asar p. O gA 


图像 复原 











. J ( at + = .2xvsé at + so 
— — Vry 一 一 j- VIny —— 
sin ( 了 S TV Ja j cos — S ( 27rv Z J 
2 T 
一 7 sin (m) C (Vi + >) | 
_ 1 27rvs1 27TV . 27V | 
= a |= z Ë | or + o)] 一 79 | (er +o) )| 


+sin 258 Ë (y = (aT + °) 十 7C [v = (aT + 中 | 
_ cos aroso É (VEe) -js (V) x 














(6-17) 
例 6.6(B) ”如 果 快 门 长 时 间 打 开 ， 并 生平 移 的 初始 速度 可 以 忽略 ， 那 么 例 6.5 中 的 传递 函数 又 
是 什么 形式 呢 ? 
已 知 例 6.5 结 果 中 出 现 的 函数 S(x) 和 C(x) 的 极限 形式 如 下 所 示 : 


lim S(x) = 


Z— oo 


to | = | 


lim C(z) = 
T> 
lim S(x) = 0 
z—>0 


lim C(z) = 0 
z—0 


因此 ， 对 so = O#IT—o, ， 可 得 : 
C | 2 (aT + s) 一 1 C (y an > 0 
Q 2 CQ 
2 1 2 T 
5 | 一 rt 一 S (y Fts) — 0 








COS 27080 — 1 sin 2mus0 Ü 
Q Q 
则 式 (6-17) 变 为 : 
1 1 .1 1—J 
H(u, v) = 2Vva |2 A 4 va 


— Eme, ' wa AE 2 p o Pit... EA OEE 
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例 6.7 如 何 推导 天 文 图 像 退 化 过 程 的 点 扩散 函数 ? 


定义 点 扩散 函数 为 当 输 入 是 点 源 时 的 图 像 系统 的 输出 。 在 一 幅 天 文 图 像 中 ， 可 以 认为 一 
颗 非常 遥远 的 星星 就 是 一 个 点 源 。 通 过 度量 一 颗 星 的 亮度 值 ， 可 以 迅速 得 到 被 研究 图 像 退化 
过 程 的 点 扩散 函数 。 


例 6.8 ”假设 在 场景 中 有 一 条 平行 于 图 像 轴 x 的 理想 亮度 直线 。 利 用 这 个 信息 来 推导 出 使 所 获 
取 图 像 退 化 的 点 扩散 函数 。 | 


一 条 亮度 直线 的 非 退 化 图 像 在 数学 上 可 以 表示 为 : 
f(x,y) = ôly) 
其 中 我 们 假设 直线 实际 上 是 与 x 轴 一 致 的 。 则 这 条 直线 的 图 像 将 变 为 : 


— OQ 


十 oo 十 ec +o | 
hi(z,y) = J J h(z— x',y — y')ô(y')dy'dz' = J h(x — z',y)dz' 
SR sx- — dx'= -di 。 的 极限 由 +% 到 -%。 那 么 : 


一 Co 十 ce 
hi(z,y) = — J h(ž,y)dž = f h(ž, y)dž eas 


等 式 右 端 并 不 依赖 于 *, Se C Amea. Bh: 这 条 直线 的 图 像 会 与 x 轴 平行 〈 或 
者 与 xz 轴 完 全 重合 )， 也 就 有 : 


十 oo 
hi(z,y) = hly) = f hi(ž, y)dž 
— 00 
是 独立 于 x 的 虚拟 变量 
(6-19) 
假设 对 及 (做 传 里 叶 变 换 : 
十 oo 
Êi) = f hi(y)e 2" Y dy 
— 9 (6-20) 
伴 里 叶 变 换 后 ， 点 扩散 函数 的 传递 函数 由 下 式 给 出 : 
$ +oo —2rj(uzr+vy) gq d 
H(u,v) =j h(x, y)e zdy (6-21) 


如 果 在 该 表达 式 中 设 & = 0， 可 得 : 
十 co 十 oo 
H(0,v) = J J hlz, v)dz! e7?" ivu dy 


OO 


——— pr 
hi(y) 由 式 (6-19) 给 出 (6-22) 


OBRAR o ëB 


比较 式 (6-20) 和 式 (6-22)， 可 得 : 

H(0,v) = Hi(v) (6-23) 

即 ， 理 想 直 线 的 图 像 给 出 了 传递 函数 洛 单一 方向 的 形状 ， 即 垂直 于 直线 的 方向 。 这 是 容 

易 理解 的 ， 因 为 垂直 于 长 度 方向 的 线 的 截面 不 同 于 点 的 截面 。 按 照 定 义 ， 一 个 点 的 截面 就 是 

指 模糊 过 程 的 点 扩散 函数 。 如 果 图 像 中 有 足够 多 洛 不 同方 向 的 理想 直线 ， 就 可 获得 传递 函数 
在 频 域 中 沿 垂直 于 直线 方向 的 信息 ， 从 而 通过 插值 就 可 以 计算 频 域 中 任意 点 的 H(u,v) 值 。 


例 6.9 ”已 知 特定 场景 中 有 一 条 尖锐 边缘 。 如 何 通 过 边缘 图 像 来 获得 成 像 设 备 点 扩散 函数 的 信 


EHE? 
Rim n ARIN RAR RER, EA F: 


1 > Ü 


M ER 22 ER 29: 
he(£, y) = J. T. h(x — zy—y) uy )dr dy 
定义 新 变量 六 =x-x',， yasy-y 。 很 明显 ，dx'= -dx, dy = -dy'。 庆 和 3》 的 极限 都 是 由 +% 
到 -%。 和 那么 : 
ic 人 = f ap 一 Da 
等 式 两 边 同 时 对 ? 求 偏 导数 : 
hi f? fÀ nant- Da 


已 知 对 阶 跃 函 数 的 变量 求 导 后 会 得 到 delta 函 数 
— |/ ” h(E, Dá(y — g)dzdü > 


Ohe(z,y) / h(z, y)dz 


(6-24) 


比较 式 (6-24) 和 式 (6-18)， 可 以 看 出 对 边缘 图 像 求 导 后 会 得 到 一 条 线 的 图 ， 该 线 平行 于 原 
边缘 。 因 此 ， 如 果 获 得 不 同方 向 理想 阶 跃 边缘 的 图 像 ， 就 能 够 推导 出 成 像 过 程 点 扩散 函数 的 
信息 。 对 每 一 幅 阶 跃 边 缘 图 像 沿 垂直 于 边缘 的 方向 求 微分 。 可 以 将 每 一 幅 得 到 的 微分 图 看 作 
是 一 条 理想 线 的 图 像 ， 如 例 6.8 所 述 ， 它 应 该 是 点 扩散 函数 沿 该 线 的 垂直 方向 所 形成 的 线 。 
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例 6.10 使 用 例 6.9 的 方法 来 推导 成 像 设 备 的 点 扩散 函数 。 
用 下 尺 和 黑 春 水 男 一 个 测试 图 ， 如 图 6-4 所 示 。 





图 6-4 推导 成 像 设 备 点 扩散 函数 的 测试 图 


利用 此 测试 图 可 以 度量 所 使 用 的 成 像 设备 在 0"、45"、90" 和 135 "方向 的 点 扩散 国 数 。 首先， 
用 成 像 设备 将 测试 图 成 像 。 然 后 使 用 Robinson 算 子 与 图 像 在 上 述 四 个 方向 进行 卷 积 运算 来 求 
图 像 的 偏 导数 ， 其 中 算 子 如 图 6-5 所 示 。 


2[1|210LLoLILO-LL22 
O| 0|0j]1|0]-A21 10 2110 -1 
1-2 -AJ 0 [-1A1-2 110 |-1J21 11 0 


图 6-5 HÆR, 45°. 90°40135°J; 18] P 3889089 88 


计算 几 条 垂直 于 初始 边缘 线 的 合成 图 像 ， 平 均 后 就 得 到 图 6-6a 所 画 的 四 条 在 0"、45 、90” 
和 135" 方 向 的 曲线 。 这 就 是 点 扩散 函数 的 曲线 。 而 在 图 6-6b 中 ,只 是 放大 了 图 6-6a 的 中 间 部 分 。 
四 条 点 扩散 函数 曲线 中 的 两 条 明显 窄 于 另外 两 条 。 这 主要 是 由 于 它们 对 应 于 45" 和 135" 方 同 ， 
而 在 这 两 个 方向 上 的 像素 距离 是 0" 和 90" 方 向 上 像素 距离 的 V2 倍 。 所 以 ， 距 离 波峰 1 像素 位 置 
的 点 扩散 函数 值 ， 实 际 上 要 显示 在 距离 波峰 将 近 1.4 个 像素 的 位 置 上 。 事 实 上， 如 有 果 计 算 两 对 
曲线 的 宽度 比 ， 就 可 以 发 现 它 的 值 是 约 等 于 1.4 的 。 

图 6-6c 和 图 6-6d 中 分 别 给 出 了 两 对 曲线 ， 可 以 看 出 系统 在 45"、135" 和 0"、90 " 方 同 分 别 有 
着 相同 的 表现 形式 。 如 果 对 45°" 和 135" 方 向 考虑 上 V2 的 校正 ， 就 可 以 断定 这 个 成 像 系 统 的 所 
扩散 函数 是 高 度 循环 对 称 的 。 

在 实际 应 用 中 ， 可 以 平均 这 四 条 曲线 来 产生 一 个 循环 对 称 点 扩散 函数 的 截面 。 这 个 二 维 
函数 的 傅 里 叶 变换 就 是 成 像 设备 的 系统 传递 函数 。 





064. MOP Gai g— g——— a 
a) PSF 的 四 条 曲线 b) a) 的 放大 图 


图 6-6 两 种 不 同比 例 下 成 像 系 统 的 点 扩散 函数 (PSF) 


_ I E 


200.0 | xO = asas am 
| | 
wi 3000 i 
00 — Y >: "< OR — man ms 
c) 0° 科 90° 方 I 的 PSF 曲 线 d) 45° 利 135° 方 向 的 PSF 曲 线 
图 6-6 ”( 续 ) ° 
€ 





6.14 ”如果 知道 退化 过 程 的 传递 函数 ， 图 像 复原 问题 的 解决 方法 是 否 就 更 简单 
如 果 已 知 退 化 过 程 的 传递 函数 ， 然 后 计算 退化 图 像 的 傅 里 叶 变 换 ， 那 么 由 式 (6-8) 就 可 以 
得 到 非 退 化 图 像 的 传 里 叶 变换 ; 
G(u, u) | 
H(u, v) (6- 25) 
利用 fuv 的 傅 里 叶 逆 变换 ， 可 以 恢复 Kx, y)， 这 正 是 我 们 想 要 的 结果 。 但 是 这 种 直接 的 
方法 会 产生 令 人 难以 接受 的 结果 。 
6.15 € Huv) =0 的 点 (u,v) 会 发 生 什 么 样 的 情况 
在 (uv) 平面 的 某 些 点 处 ， 妆 (uv) 可 能 为 0。 那 么 ， 从 式 (6-8) 中 可 以 得 出 在 同一 点 的 u,v) 
也 将 为 0。 这 时 式 (6-25) 中 的 G(u,v) / H(u,v) 将 变 为 010; 即 不 确定 的 。 这 意味 着 对 特定 频率 
(uwv)， 原 始 图 像 的 频率 内 容 是 恢复 不 了 的 。 一 种 避免 这 种 问题 的 简单 方法 就 是 忽略 频 域 中 的 
相应 点 ， 只 计算 可 以 计算 的 点 。 
6.16 是 否 HA(u,v) A G(u,v) 的 零点 总 是 一 致 的 | 
D(u.v) ti Gu 的 零点 并 不 总 是 一 致 的 。 如 果 式 (6-8) 中 噪音 数量 非常 微小 ， 那 么 H(u,y) 
的 零点 就 与 Glu,v) 的 零点 不 一 致 。 | O 


547 当 我 们 写 线性 退化 方程 的 时 候 如 何 抠 噪 声 考 虑 进去 
对 于 加 性 噪声 ， 式 (6-8) 的 完全 形式 为 : 
Ĝ(u,v) = F(u, v} (u, v) + Ñ (u,v) (6-26) 
其 中 ， Mume y8 Bg Hp aE. TE F(u,v) 可 由 下 式 给 出 : | 


G (u, v) _ Ñ(u,v) 
Hluv) Hl(u,v) (6-27) 


F(u,v) = 





F(u,v) = 


O OSETE PAPERA A PA e e a a e o 
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当 Hu,)A0, RAIEK, BE KREK - 
6.18 WERI ARAE 


许多 情况 下 ，| 记 cu] 会 从 初始 值 开 始 快速 递减 ,而 Å| 几乎 总 是 常数 。 为 了 避免 使 用 
式 (6-27) 时 引起 噪声 的 扩大 ， 一 般 不 直接 将 因子 1/ H(u,v) 作 为 滤波 器 ， 而 将 其 加 窗 处 理 。 





在 Auv 变 得 太 小 或 者 达到 第 一 个 堆 值 前 ， 就 将 其 在 某 一 个 频率 截断 。 换 句 话说 ， 即 : 
Fluv) = M(u,v)Ĝlu,v)- M(u,v)Ñ (u,v) (6-28) 
其 中 
< m 1/H(u,v) ü? +o < wo 
asia | 1 UP (6-29) 


其 中 ,选择 w。， 使 得 女 (u,v) 的 所 有 零点 都 不 包括 在 内 。 当 然 ， 也 可 以 用 其 他 的 窗口 函数 ， 而 
5310| ”不 采用 上 述 矩 形 形 状 的 窗口 ， 使 M(u,v) 在 wo 平稳 地 趋 于 0。 
OO TD ORE EE E ARA EERE 
° 例 6.11 通过 复原 运动 模糊 图 像 来 说 明 逆 滤 波 的 实际 应 用 。 
苦 虑 图 6-7a。 为 了 模仿 图 像 在 运动 时 模糊 后 的 可 能 表现 ， 可 以 沿 x 轴 方向 ， 每 10 个 连续 像 
素 求 一 次 平均 值 ， 然 后 将 其 分 配给 第 10 个 像素 。 这 在 下 述 情 景 中 也 是 会 发 生 的 ， 当 摄像 时 ， 
相机 往 左 边 移动 了 10 个 像素 的 位 置 : 场景 中 一 条 长 度 等 于 10 个 像素 的 直线 段 的 亮度 可 以 由 单 
个 像素 来 记录 。 这 个 结果 类 似 图 6-7b。 原 始 图 像 fti, 站 模糊 后 得 到 的 图 像 8(i, 旋 由 式 (6-11) 的 离 
散 形式 给 


iT—1 


n 1 | "m 
gij) = — 2 fi- ki) Eg y i 
f k=0 (6-30) 


其 中 ,为 由 同一 个 相机 单元 记录 亮度 的 像素 总 数 ， 而 和 N 为 图 像 一 行 中 的 像素 数 。 在 该 例 
HH, iy= 10, N= 128, 





a) 原 图 b) 实际 模糊 图 像 c) 柱状 边缘 条 件 模糊 图 像 


图 6-7 用 逆 滤 波 进行 图 像 复原 
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d) b) 的 逆 滤 波 e) 忽略 除 0 部 分 后 a 


b) 的 逆 滤 波 后 b) 的 逆 滤 波 





g) c) 的 逆 滤 波 h) 忽略 除 0 部 分 后 c) i) 忽略 分 母 中 第 一 
MUE UE 个 0 之 外 的 部 分 后 c) 
的 逆 滤 波 
图 6-7 ( 续 ) 


退化 过 程 的 传递 函数 可 以 由 例 6.4 中 推导 的 等 式 的 离散 形式 来 表示 。 下 面 来 推导 传递 函数 。 
g(i, 让 的 离散 傅 里 叶 变 换 为 : 





RE 


(=0 t=0 (6-31) 





Gl fü — k, tje IOR +R) 


2r ml 


fü 一 k 四 6 一 023 2395) 





平移 的 f(1, DWJDFT 


168 * 6 * 


KAFERE Sd PEBE. n4: 


ir —1 


G(m,n) = 5 > F'im,nye i Rk 
其 中 ， F(m,n) 是 原始 图 像 的 傅 里 叶 变换 。 


由 于 六 m,n) 不 依赖 于 上 E， 所 以 可 以 从 求 和 符号 中 提出 : 


iT—1 


、 、 1 _ 
G(m,n) = P(m,n) Y e 
k=0 





2n m 
N k 


然后 就 可 证 明 退 化 过 程 的 传 里 叶 变 换 为 ， 


tir —1 


A 1 rm 
H(m,n) — 均 s €e J <Ñ k 
k=0 








(6-32) 
等 式 右边 的 求 和 部 分 是 一 个 几何 级 数 ， 其 中 连续 两 项 的 比例 为 : i 
q= ei R 
应 用 公式 : 
多 一 了 q” _ 1 
Y qt = 其 中 421 
q — 1 
k=0 
可 得 
、 ci -1 1e- Wir (e-j"N ir — ei ir) 
H(m,n) = ir e-i _ 1 一 iT ce 至 ( -j ej N) 
因此 : 
让 (mm n) = 1 sin WIT -jg (ir—1) 
| ¿r sin G 
(6-33) 


注音 到 当 m = 0 时 ， 有 g = 1， 这 样 就 不 能 应 用 几何 级 数 的 公式 了 。 但 可 以 利用 式 (6-32) 中 1 
的 求 和 ， 它 等 于 亲 ， 则 有 : 
H(0,n)=1， 其 中 0<n<N-i 
比较 式 (6-33) 和 它 对 应 的 连续 表达 式 (6-16)， 可 以 看 到 两 式 间 有 一 个 根本 区 别 : 在 式 (6-16) 
的 分 母 中 频率 4 沿 模糊 轴 直 接 出 现 ， 而 在 式 (6-33) 的 分 母 中 出 现 的 是 这 个 频率 的 正弦 形式 。 这 


是 由 于 离散 图 像 被 当 作 周期 信号 来 做 离散 合 里 叶 变 换 ， 因 此 ， 在 所 有 方向 重复 以 至 无 穷 。 
我 们 可 以 分 析 模 糊 图 像 傅 里 叶 变 换 后 的 实 部 和 虚 部 : 


mer Oë Yw 


Ĝ(m,n) = Gilm, n) +iG2(m,n) 


其 幅 值 幅 角 形式 为 : 
Gm,n) = /G2(m,n) + G2(m,n)ei%(mn) 
(6-34) 
其 中 
Gm) 
Cos Pm ®) = VG?(m,n) + G3(m, n) 


G2 (m,n) 


sinó(m,n) = J n) + Gimn) 635) 
为 了 得 到 原 图 的 傅 里 叶 变 换 ， 将 n,n BRA A,n): 
Ê(m,n) — V G1 (m, n) + Gš (m, n) irsin el gmn)+ 2: (iz —1)) 


sin ram 
因此 ， (m,n) 的 实 部 和 虚 部 分 别 是 Fi(m, n Fm, n)， 由 下 式 给 出 


=. Tm VG (m,n) + G2(m,n) TM ,, 
Fi (m,n) = ?了 sn N anim — COS (wm n) + W T 一 1 


nm VG (m,n) + G3(m,n) . Ome 
Fo(m,n) = ir sin 一 一 N imam sin (em n) 十 N (iT Dj 
如 果 例 用 公式 cos(a +b) = cos a cos b —sinasinb#llsin(a +b) = cos a sin b +sin a cos b, jËRË. 
将 式 (6-35) 中 cos 8m,n) 和 sin (m, MARA, "IE: 
P nm Gi (m.,m) cos zmir- 一 Go(m, n) sin zmlir-1) 
1 (m,n) = irsin 一 一 N 一 一 人 iram | 
Tm, m Galm, n) sin mg 一切 + G2(m, n)e cos mg 


Foalm, n) = irsin 一 一 sin iram 


(6-36) 
可 设 : 
Fi(0,n) =G (0,n) 0 <n<N-1 
F.,(0, n) = G,(0, n) 0<n<N-1 
和 如果 将 F,(m, n) 和 Fs(m, nn) 作为 非 退 化 图 像 伟 里 叶 变 换 的 实 部 、 虚 部 ， 再 进行 传 里 叶 反 
恋 换 ， 就 得 到 图 像 6-7d4。 因 为 在 式 (6-36) 中 的 一 些 m 值 是 用 0 除 的 ， 所 以 得 到 的 图 像 最 终 是 
错误 的 。 


事实 上 ， 每 次 n Ë 是 x 的 倍数 时 ， 分 母 sn 工 一 变 成 0: 








ee `°" - 


170 £ 6 È 





图 像 大 小 是 128 x 128, BI: N = 128, iy= 10。 因 此 ， 当 m = 12.8、25.6、38.4 等 值 的 时 候 ， 
除 的 就 是 0。 当 m 只 能 取 整 数值 ， 例 如 13、26、38 等 值 的 时 候 ， 分母 会 变 得 非常 小 。 只 有 当 m 
= 64 时， 分母 才 会 完全 为 0。 可 以 忽略 这 个 m 值 ， 即 ， 设 : 


Fi(64,n) = G1(64,n) 0 < n < 127 
| F> (64, n) = G> (64. n) O < n < 127 


其 他 的 (m,n) 和 Fz(m, n) 的 值 是 由 式 (6-36) 来 定义 的 。 

如 果 进 行 傅 里 叶 反 变换 ， 就 可 以 得 到 图 6-7e 中 的 图 像 。 这 时 除了 一 些 水 平 干涉 频率 外 ， 整 
个 图 像 看 上 去 几乎 是 可 接受 的 。 实 际 上 ， 我 们 并 不 是 要 确定 使 式 (6-36) 分 母 完 全 为 0 的 所 有 mm 或 
n 的 值 ， 而 是 要 找到 这 些 值 中 的 第 一 个 值 ， 然 后 在 应 用 公式 时 使 mn 和 nn 不 大 于 这 对 值 。 本 例 


由 ， 在 第 一 个 零点 处 = 1， 即 ， 普 = 一 = 128 
因此 ， 只 有 在 0<m< 12 和 0 < n< 127 时 ， 才 使 用 式 (6-36)。 否 则 ， 就 有 : 


Fi(m,n) = Gi(m,n) 13 < m < 127 
Fy(m,n) = Ga(m,n) 0 < n < 127 


BE4TIS BIH FC ea ps, BARER inKo- Am. ARRA ERA EH (水平 
干涉 频率 ) 的 图 更 加 模糊 ， 但 水 平 干涉 频率 没有 那么 明显 。 产 生 模 糊 是 可 以 理解 的 : 因为 没 
有 采取 任何 有 效 措施 来 增强 m > 12 的 频率 部 分 ， 所 以 对 应 于 尖锐 边缘 的 图 像 高 频 部 分 仍 会 傈 
持 退 化 。 观 察 那些 竖 直 线 ， 可 以 看 出 ， 在 一 幅 宽度 为 128 的 图 像 中 大 约 有 13 条 竖 直 线 ， 即 每 10 
个 像素 出 现 一 条 竖 直线 。 这 是 由 于 边缘 效应 : 传 里 叶 变 换 假设 图 像 在 所 有 方向 都 是 重复 直至 
无 穷 的 。 所 以 它 假设 模糊 图 像 左 端的 像素 值 等 于 图 像 右 端 的 像素 的 真实 值 。 当 然 ， 实 际 上 这 
是 不 可 能 的 ， 因为 左 端 模糊 像素 所 了 到 的 真实 值 是 由 一 些 更 左 端的 点 提供 的 ， 而 这 些 点 在 图 像 
中 是 不 出 现 的 。 为 了 证 明 这 个 解释 是 正确 的 ， 我 们 假设 柱状 边缘 条 件 将 原始 图 像 模糊 ， 即 假 
设 图 像 左 端 总 是 重复 的 。 结 果 可 得 图 6-7c 的 模糊 图 像 。 这 幅 图 像 以 三 种 逆 滤 波 方式 复原 后 的 
结果 可 参见 图 6-7 最 下 面 的 一 行 。 竖 直线 已 经 完全 消失 了 ， 在 图 6-7h 中 已 经 获得 了 一 个 非常 好 
的 复原 结果 ， 而 这 仅仅 只 是 忽略 了 传递 国 数 完全 为 0 的 频率 。 

但 不 幸 的 是 ， 在 实际 情况 中 出 现 的 模糊 ， 总 类 似 于 图 6-7b。 而 所 得 到 的 复原 结 采 更 接近 
干 图 6-7e 和 图 6-7f 而 非 图 6-7h 和 图 6-7i。 

为 了 比较 道 滤波 器 如 何 处 理 噪声 ， 采 用 图 6-8 中 加 入 白 高 斯 噪声 的 模糊 加 噪 图 像 。 然 后 使 
用 逆 滤 波 器 并 避免 除 0 的 项 ， 来 复原 噪声 图 像 。 图 6-8d 到 图 6-8f 所 示 的 结果 非常 不 好 : 由 噪声 
控制 的 高 频 部 分 被 滤波 器 放大 ， 使 得 复原 图 像 中 绝 大 部 分 为 高 频 噪 声 信 息 。 当 滤波 器 超出 第 
一 个 取 0 值 的 部 分 被 截断 后 ， 复 原 结果 还 是 相当 理想 的 ， 如 图 6-8g 到 图 6-8i 所 示 。 | 


3 i 
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a) HEAR NOS UR pi b) 使 用 县 有 附加 高 斯 噪 c) 附加 高 斯 噪声 的 实际 
的 实际 模糊 (o=10) — 声 的 柱状 边缘 条 件 后 的 模糊 (a= 20) 
模糊 (o= 10) 





d) 忽略 除 0 部 分 后 a) e) 忽略 除 0 部 分 后 b) f) 忽略 除 0 部 分 后 c ) 





g) 忽略 分 母 中 第 一 个 h) 忽略 分 母 中 第 一 个 i) 忽略 分 母 中 第 一 个 0 
0 之 后 a) ñuqay 0 之 后 b) WY uE k 之 后 c) AWE Yk 


图 6-8 噪声 存在 时 用 逆 滤 波 进行 图 像 复原 


6.19 如 何 形 式 化 地 表达 图 像 复原 问题 


如 果 f(r) 是 原 未 退化 图 像 fr) 的 一 幅 估计 图 像 ， 我 们 希望 通过 计算 f(r) ,使 得 在 图 像 fr) 的 
所 有 形式 中 ， 残 差 图 像 Ar)- FO) 的 范 数 最 小 。 由 第 3 章 可 知 ， 这 等 价 于 确定 JO) 使 得 下 式 最 
小 化 


yp ro pe :于 TRAIN 
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e = E([f(r) — fe) } 
本 证 中 ,假设 式 (6-37) 有 如 下 形式 : 
+o +20 
g(r) = Pr — r')f(r')dr' + u(r) 
j. l. (6.38) 
EF, g0) AMi iE, Lor ER. 
6.20 式 (6-37) 的 解 是 什么 


如 果 等 式 的 解 设 有 附加 任何 条 件 ， 那 么 可 以 最 小 化 式 (6-37) 的 AD 的 最 小 平方 估计 ， 将 是 
给 定 g(r) 时 f(r) 的 条 件 期 望 (conditional expectation )。 通 常 它 是 g(r) 的 非 线 性 函数 ， 且 知 要 计 
算 随 机 场 fr) 和 g(r) 的 联合 概率 密度 函数 。 这 可 以 用 类 似 模 拟 退 火 (simulated annealing) 的 非 
线性 方法 来 计算 。 不 过 这 类 方法 已 超出 了 本 书 的 研究 范围 。 


6.21 可 以 求 出 式 (6-37) 的 线性 解 玛 


可 以 。 只 要 加 入 约束 条 件 : (7) 的 解 是 (7) 的 线性 函数 即 可 。 很 明显 ， 通 过 这 种 方式 找到 
的 解 并 不 能 使 e 绝 对 最 小 ， 但 可 以 使 e 在 约束 限制 的 条 件 下 达到 最 小 。 希 望 将 估计 图 像 f(r) 表 
示 为 退化 图 像 灰 度 级 的 线性 函数 ， 即 : 


f(r) = ë 三 m(r,r')g(r')dr! 


(6-39) 


其 中 ，m(r, rf) 是 需要 确定 的 函数 ， 它 给 出 了 退化 图 像 9 在 r' 处 的 灰 度 级 值 对 估计 图 像 了 在 r 
处 的 值 影响 的 权 值 。 如 果 随 机 场 是 齐 次 的 ， 则 该 权 值 函数 m(r, r) 只 依赖 于 r 和 r' 的 差 ， 而 不 是 
单独 依赖 于 各 自 的 值 。 所 以 式 (6-39) 可 写 为 : 


、 十 cc p+oo 
f(r) = J. J. mde — r )g(z )dr (6-40) 
上 式 意 味 着 为 了 获得 非 退化 图 像 fr) 的 估计 图 像 f(r) ， 需 要 确定 与 退化 图 像 gCr) 卷 积 的 滤 
JK esm(r). 
6.22 图 像 复 原 问题 的 线性 最 小 均 方 误差 解 是 什么 


设 (uv) 是 滤波 器 m(r) 的 傅 里 叶 变 换 ， 如 果 其 满足 式 (6-41)， 则 可 求 得 式 (6-37) 的 线性 
解 。 


S fg (u, v) 
Sog (U, V) (6-41) 





M (u,v) = 


其 中 Sy(u, 7) 为 非 退 化 图 像 和 退化 图 像 的 互 谱 密 度 国 数 ，$s:( v) 是 退化 图 像 的 谱 密 度 也 
数 。 M(u,v) 是 Wiener 滤 波 器 的 傅 里 叶 变 换 ， 用 来 实现 图 像 复 原 。 


re 
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6.23 如 果 原 图 像 ft) 未 知 ， 如 何 利用 依赖 于 退化 图 像 的 互 谱 密度 函数 的 式 
(6-41) 来 推导 需要 的 滤波 器 


为 了 便于 处 理 ， 需 要 做 一 些 额 外 假设 : 噪声 和 实际 图 像 是 不 相关 的 ， 并 且 两 者 中 至 少 有 
一 个 有 零 均 值 。 这 个 假设 似乎 是 合理 的 : 我 们 希望 增强 图 像 的 过 程 与 增 大 噪声 的 过 程 是 完 
不 相同 的 。 此 外 ， 如 果 噪 声 有 偏差 ， 即 噪声 均值 非 零 ， 通 常 我 们 要 确定 并 且 减 去 这 个 偏差 使 
得 它 有 零 均 值 。 

因为 fr) 和 v(r) 不 相关 ， 且 E{v(r)} = 0， 则 : 


Elf(r)u(r)y = Elf(r)yElu(r)) = 0 (6-42) 


为 了 得 到 原 图 像 和 退化 图 像 的 互 谱 密度 函数 ， 我 们 将 式 (6-38) 两 边 同 乘 以 Kr-s) 再 取 期 户 
值 : 


OO +00 
Efo) — s)) = | I J we ry EU) -or + Bife- we) 
Roy (8) ü Ryp (r 一 ra 由 式 (6-42) 知 该 项 为 0 


因此 : 
十 ee p+ 
Roy (s) = J f hr 一 Pr)RrrG — r + s)dr' 


上 式 的 傅 里 叶 变 换 为 〈 参 见方 框 B6.4 和 例 6.12 ): 
Syf (u, u) = H* (u, v) OFF (u, v) (6-43) 
从 式 (6-38) 中 ， 可 以 看 出 〈 参 见方 框 B6.3 ) 


N 2 
S, (u,u) = Szf(u,u)|H(u,u)| + S, (u, u) 


(6-44) 
如 果 将 式 (6-43) 和 式 (6-44) 代 入 式 (6-41)， 可 得 : 
M(u,u) = H G UA 2) 
Spelu, v)|H (u, v) + Svv (u,v) (6-45) 
或 者 
、 H*(u,u) | 
M(u,v) = ———+ ç ua 
Euo + 9224229  (6-46) 
如 果 分 子 、 分 母 同 乘 以 H(u,v) ， 可 得 : 
、 1 uo) 
MU) = a 
H(u, v) 让 (wo 十 St (6-47) 


“上 式 给 出 了 Wiener 滤 波 器 的 健 里 叶 变 换 ， 可 以 用 来 进行 图 像 复 原 。 
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6.24 ”如 果 我 们 对 于 未 知 图 像 fr) 的 统计 信息 完全 不 知道 ， 应 该 如 何 使 用 式 (6-47) 
如 果 完全 不 知道 图 像 的 统计 信息 ， 但 仍 想 要 复原 ， 即 ， 不 知道 Sy(u,v)， 则 可 以 用 常数 来 





代 霜 式 (6- 47) 中 的 Seten ON) V) ， 再 对 不 同 的 T 值 进行 实验 。 
Sy V) 
211 v 
"1 B < S (H, = 是 人 y) 的 函数 而 不 是 常数 ， 所 以 这 样 做 有 点 过 度 简单 化 ， 


6.25 Wiener 浊 波 吕 式 (6.4 力 和 式 (6-25) 的 六 湾流 器 之 间 的 关系 是 怎 村 的 


当 品 声 不 存在 时 ，5,.(4, v) =0，Wiener 滤 波 器 变 为 式 (6-25) 的 逆 传 递 函 数 滤 波 器 。 线 性 最 
小 平方 误差 方法 只 是 给 出 了 一 个 修正 因子 ， 考 虑 噪声 的 影响 时 ， 退 化 过 程 的 赣 传 递 函 数 要 乘 
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6.26 假定 知道 未 知 图 像 1(r) 的 统计 信息 ， 能 否 确定 由 Sw (所 表达 的 噪声 的 统计 
信息 


通常 假设 噪声 为 日 噪声 ; 即 


十 ce p+oo 
S,,(u,u) = % = „(00 = Í f Rp (z, y)dzdy 
T% <° (6-48) 
如 果 再 设 品 声 是 志 历 的 ， 就 可 以 用 一 张 纯 噪声 图 像 计算 得 到 R(x， y)， 其 中 纯 噪声 图 像 
g(x,y) 是 在 没有 原 图 像 邑 fx, y) = 0 时 记录 的 。 


B6.1 如 杂 m(r-r' XE 


efis- f _ i _ m(r — r)g(r)ae | ss)} =0 


则 可 使 式 (6-37) 中 定义 的 误差 达到 最 小 值 。 
如 果 将 式 (6-40) 代 和 人 式 (6-37)， 可 得 : 


=F | e) 一 r [me 一 yoa] | 


(6-50) 
再 来 考虑 另 一 个 不 满足 式 (6-49) 的 函数 m'(r)。 用 它 来 进行 图 像 复 原 时 ， 将 生成 一 幅 
误差 为 e* 的 估计 图 像 ， 这 个 误差 比 由 m(r) 所 得 的 估计 图 像 的 误差 要 大 。 Hehe 满足 : 


= e? z be 一 三 三 m'(r 一 wiae] | 


ERRAR. A Reme- ryn ERRA E mlr- r')， 就 可 以 将 积分 分 为 两 部 
分 ， 然 后 再 展开 平方 项 : 





ee s Re 


BRER > O 


e? E [re - -A mr — r’) + m(r — r!) — ne = sie] | 


=E (10 - 广 T me — r')g(r")de 
+ ( 广 [f ime- me lol ar)] | 
-£ (0- B f me ~ ga) | 
— — o 


+ E I (Ye — r!) — m'ír — ea) | 
非 负数 
+ 2E | (ia 一 f f m 一 eg(edr ) 


f J me — r!) — m!(r 一 elgar} 


一 co J 一 co 
令 
(6-51) 
第 一 项 的 期 望 值 是 e:， 第 二 项 的 期 望 值 一 定 是 非 负数 。 将 最 后 一 项 第 二 个 因子 中 的 
积分 变量 r 转 换 为 *。 则 式 (6-51) 右 端 最 后 一 项 就 可 写 为 : 


ACOE N ma-ran) 三 六 me-a-me-alaa| 


上 式 中 的 第 一 个 因子 不 依赖 于 *， 因 此 可 以 放 入 内 


orf [U r0- ff ne-eo) le) me ole) 


[m(r-s)-m'(r-s)] 的 差 只 是 两 个 具体 函数 的 差 ， 而 不 是 随机 场 。 如 果 改 变 积分 和 取 
期 望 值 的 顺序 ， 这 个 期 望 值 不 会 影响 该 因子 ， 所 以 这 项 可 以 写 为 : 


o S eio- ST me) dr | si) | me-s) -m'e -s)]ds 


但 是 根据 式 (6-49)， 上 式 中 的 期 望 值 为 0〈， 所 以 式 (6-5 了 ) 可 写 为 : 
e? = ez + 非 负 项 


由 此 可 知 ， 函 数 mn) 产生 的 复原 误差 总 是 大 于 等 于 m(r) 产 生 的 复原 误差 。 所 以 ， 满 
足 式 (6-49) 的 mn 可 以 使 式 (6-37) 中 定义 的 误差 达到 最 小 。 


2 
w 





s 例 6.12(B) 设 FG). Au vyf G(u,v) 分 别 为 Kr)，h(r) 和 g(r) 的 传 里 叶 变 换 ， 且 


$ 
=| | sü - feat 
O. Ta (6-52) 
则 可 证 了 明 
Ĝ(u,v) = Ĥ* (u, v)F (u,v) (6-53) 
其 中 万" 是 R(u,v) BJ S $p (complex conjugate), 
假设 r = (x,y), t= (7) 。 三 个 函数 的 傅 里 叶 变 换 为 : 
Gan)= | f gleyet dedy 
Too v =o (6-54) 
F(u, v) = J J f(x, yje I+ dedy 
— oo v —00 (6-55) 
Î (u,v) = f É h(x,y)e urtvy) qrdy 
-00 J 一 oa (6-56) 
H(u,v) WARAN 
H*(u,u) = f f h(x, yje? “+ dedy 
-% J -oo% (6-57) 


将 式 (6-52) 中 的 8gG, 7 代入 式 (6-54) 的 右 端 : 
cum = f i J i f | Mē- z5- vE, gdadje-: + dedy 
定义 积分 新 变量 % X- x, 5s,=》-y 代 赫 原 来 的 x 和 y。 因 为 dx = -dsi, dy = -ds;, Widxdy 
= dsids,。 又 因为 s; 和 s; 的 极限 都 是 从 +% 到 -%， 所 以 ， 我们 可 以 交换 它们 的 顺序 而 不 用 考虑 符 
号 的 改变 
Ĝ(u,v) = J - J - J j J i h(si,s2)f(z#,g)dëdg e j(u(ë—s)+o(b-s2)) qs ds 
两 个 双 积 分 是 可 分 离 的 : 
Ĝ(u,v) = f J h(s1, s2)ei (stu) ds1ds2 f J f(&,g)e it qsdy 


可 以 看 出 ， 等 式 右 端 的 结果 分 别 是 式 (6-55) 中 的 Fu, v) 和 式 (6-57) 中 的 天 (ev) 。 从 而 证 明 
了 式 (6-53)。 | 





et > Etap a e EE e E AE EA aa D ipie i o ag 了 
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B6.2 ”证 明 随机 场 ftx, y) 的 空间 自 相关 苑 数 的 传 里 叶 变 换 等 于 随机 场 的 频谱 密度 [Av] 
( Wiener-Khinchine 定理 )。 


定义 fx, y) 的 空间 自 相 关 函 数 为 


R (p= fetiyt iydedy esa 


R(6-58W PDA |H] 3 PA EHEM, ， 求 积分 ， 即 可 得 到 R (x,y) Eag 
换 R (u,v): 
Res (u,v) -f J. Ry (G,9)e ` Hzutdv) qšdg 


=| J. T. J f(z+š, y+@)f(z,)e ut drdydzdy PER 


定义 新 的 积分 变量 =x+xz 和 ?=sy+y ， 代 替 原 来 的 积分 变量 庆 和 >》 。 那 
么 和 =-s -xy=s-y dxdy = ds ds, ， 并 且 积分 极限 也 没有 改变 : 


Ru.) = f J J J f(ev.sa)f(z e Tout es)") dvdydsds 
一 co J 一 co J 一 co J 一 co 
右 端 的 两 个 双 积 分 是 可 分 离 的 ， 所 以 可 以 写 为 : 
Rr f J f(s1, s2)e j (ruta) ds ds J J f(z, yjet t dedy 
-00 J -0 ` 一 co J 一 oo 


可 以 看 到 ， 此 式 右 端的 第 一 个 双 积分 是 f(s1, s2) 的 傅 里 叶 变换 Fw,v) ， 第 二 个 双 积 分 
HIJE P' (u,v) 。 所 以 有 : | 


Rr r(u, v) = Fu u) P*(u. uo) = |F(u, vo)h 


B6.3 ”推导 能 使 式 (6-37) 中 定义 的 误差 达到 最 小 的 函数 m(r) 的 伟 里 叶 变 换 表述 式 。 
最 小 化 式 (6-37) 的 mc) 满足 式 (6-49) 时 ， 该 式 可 写 为 : 


E-E S m f - me —r)ə()s(9)ar | = 


其 中 ， 因 为 8(s) 不 依赖 于 r'， 所 以 放 入 到 积分 写 内 。 该 式 第 二 项 中 的 期 望 算 子 实际 上 
只 与 随机 函数 ge(r) 和 sg8(s) 有 关 。 因 此 ， 可 以 写 为 : 


E (f(e)g(s)) = ii F m(r — r) E(g(r')g(s)) ar 
Rys(r,s) Rose (z ,s) (6-60) 
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按照 随机 场 的 自 相 关 和 互相 关 蚊 数 的 定义 ， 有 : 


十 ce 十 ce 
J. J. m(r —r')R; (r',s)dr' = Ryg(r,s) (6.61) 


如 前 所 知 〈 参 见 例 3.7) ， 章 次 随机 场 上 的 相关 图 数 可 以 写成 该 图 数 两 个 变量 的 差 的 
十 ec roc 
f J m(r — r')Rgg(r' — s)dr' = Rr; (r — s) 
T0 +° (6-62) 
加 入 新 的 变量 : r'-s =t 和 r-s=T。 于 是 dr'= dt，r-r'=T-t。 那 么 : 
+00 十 cc 
/ f m(T — t)R; (t)dt = Ry, (r) 
S J=œ /~ (6-63) 
这 是 退化 图 像 的 自 相 关 函 数 和 所 要 求 的 滤波 器 之 闻 的 卷 积 。 根 据 卷 积 定理 ， 该 式 等 
价 于 两 个 函数 傅 里 叶 变 换 的 乘积 : 


M(u, u)S; (u, v) = Sra (u, u) (6-64) 


其 中 ，S。。 和 5 分 别 是 退化 图 像 的 谱 密 度 函数 和 退化 图 像 与 非 退 化 图 像 的 互 谱 密 度 函 
k. HBH, 分 别 为 函数 g 的 自 相关 函数 的 伴 里 叶 变 换 和 函数 /与 函数 8 的 互相 关 函 数 的 传 里 叶 
变换 。 因此 : | 
M(u, v) = Stolu, v) 


Sog (ut) (6-65) 


能 使 实际 图 像 与 重建 图 像 之 间 均 方差 最 小 的 最 佳 复 原 滤波 器 ， 其 傅 里 叶 变换 等 于 退 
化 图 像 与 真实 图 像 之 间 的 互 谱 密度 和 退化 图 像 的 谱 密度 之 间 的 比率 。 


B6.4 ”如 果 齐 次 随机 场 g(x, y), fix, y) 和 v(x, y) 的 谱 密 度 函 数 分 别 为 Sae(4, v), Sy (4, VAS, 
(u,v), (u,v) 是 h(x,y) 的 伟 里 叶 变 换 ， 且 


ses) = ff hy Dididg + ulay) 

| T00 e (6-66) 

EHHA, 六 与 y(z, 妨 不 相关 ， 且 两 者 至 少 有 一 个 有 零 均 值 时 ， 有 
Sgg (u, v) = Srr(u, v)|H (u, v)|? + Sw (u, v) (6-67 ) 

如 果 式 (6-66) 两 边 同 乘 以 g(x +s1,y +s)， 且 对 随机 场 g(0c,7) 的 所 有 变量 整体 取 均 值 ， 则 有 : 

E (g(z, y)g(z+sı, y+32)} = B{g(ets, 4 十 32) J J h(z—¿z, u —1)/ (Z, Dazag ) 


+Eíg(z + 81,y + 82)v(2, y)} 
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因为 g(x, y) 是 一 个 齐 次 随机 场 ， 可 以 看 出 ， 等 式 的 左 端 是 位 移 变 量 为 s, 和 ss 的 g 的 自 相 
KARR 5s2)。 品 声 随 机 场 v(x, y) 也 是 齐 次 的 ， 所 以 石 端 最 后 一 项 是 随机 场 g 和 和 v 的 互相 
KARR hS, s2). Er, g0 +si, y +52) 不 依赖 于 积分 变量 蒜 和 了 ， 所 以 可 以 放 人 右 端 第 
一 项 的 积分 号 内 : 


Rools,s2)=E| TJ hz yf (Z gle ten y+sa)dždg | + Rav(s1 sn) 


求 期 望 值 和 积分 是 两 个 可 以 相互 交换 的 线性 运算 。 期 望 算 子 只 在 随机 场 / 和 8 上 计算 ， 
函数 h 并 不 受 影响 。 因 此 该 式 可 写 为 : 


Ryog(s1, 82) = |/ J h(z—-ž,y-9)E {f(z, Y)g(z+s1, y +82)} didy+ Ro, (81, 82) 


可 以 看 到 ， 积 分 号 内 实际 是 ffhg 的 互相 关 函 数 Rg 在 位 移 值 为 x +si- X fly +s, Y f 
的 值 : 
Ryo (8,82) =| f h(z—£,y—D Ros(z—E+81,y —ğ+s82)dždňý+Rgv (91,82) | 
T900 °° = (6-68) 
重新 定义 积分 变量 : x-X=G,y-y=D. WMA dxdy = dadB ， 且 两 个 积分 极限 的 符 
号 变化 互相 抵消 : 


R (81, ss) = f f h(a, B)R,s (a + s1, 8 + s2)dadB + Rov(s1, 82) 


再 改变 积分 变量 为 w=Qa+ts,z=PB+s,。 那 么 a=w-s, p=z-s,, dadb = dwdz ， B 
积分 极限 不 受 影 喝 : 
Rog (81, 82) = T 广 h(w — 81, z 一 82)Ros (w, z)dudz + Re (81, 82) 
-% -oo (6-69) 
如 果 上 式 两 边 同 取 传 里 叶 变换 ， 利 用 例 6.12 的 结果 ， 则 有 : 
R, (u,u) = BH*(u,v) R; (u,v) + R; (u,v) 


其 中 带 有 (`) 的 量 表示 式 (6-69) 中 出 现 的 相应 量 的 傅 里 叶 变换 。 

如 果 随 机 场 是 遍历 的 ， 这 里 计算 的 整体 自 相关 和 互相 关 函 数 ， 就 应 该 与 空间 自 相 关 
和 互相 关 国 数 是 相同 的 。 这 些 函 数 的 伟 里 叶 变 换 就 是 相应 随机 场 的 谱 密度 函数 或 者 互 谱 
密度 函数 (参见 方 框 B6.2)。 然 而 ， 一 般 情 况 下 ， 这 些 随 机 场 通常 都 不 是 遍历 的 。 那 么 
就 只 能 假设 自 相关 和 互相 关 函 数 的 傅 里 叶 变换 分 别 是 相应 随机 场 的 谱 密度 和 互 谱 密度 。 

因此 ， 必 须 注意 ， 在 设计 Wiener 滤 波 器 时 ， 总 是 默认 遍历 性 的 假设 。 有 了 这 个 前 提 ， 
土 式 可 以 写 为 : 


Salu, v) = Î” (u, v)Sgg (u, v) + Sor(%, 0) = (6-70) 





180 E 6 + 


其 中 ， 需 要 计算 随机 场 儿 jg 间 的 互 谱 密度 国 数 。 再 从 式 (6-66) 开 始 ， 但 两 边 同 乘 以 
ftx-s1, y-52)， 然 后 取 期 望 。 之 所 以 乘 以 fx 一 51, ys52) 而 不 是 Kx +s1, y +s)， 主 要 因为 在 推 
导 式 (6-68) 中 Ry 的 位 移 变 量 时 ， 是 用 g 的 变量 减 去 的 变量 。 所 以 这 里 再 次 遵循 原 有 的 惯 
例 。 处 理 过 程 和 前 面 一 样 ， 则 有 : 


Rolen) = | f hssy -DE{fE Df su s) dš 
+E{f(z— st — s2)v(z,y)} (6-71) 
H FILED, HLEN PZA. JAZ: 
E {f(z — 81,Yy 一 s2)v(z,y)} = E {f(x — $81,y 一 52)} E (v(z,u)) = 0 ( 6-72 ) 


可 以 看 出 ， 在 式 (6-71) 右 端的 积分 中 ， 包 含 随机 场 /在 位 移 变 量 为 (XY-xX+51,》-y》+52) 
的 自 相关 函数 。 这 里 用 f(X,7) 的 变量 减 去 Kx-s1, ysz2) 的 变量 ， 是 因为 在 等 式 的 左 端 ,我 
们 是 用 已 有 函数 的 变量 减 去 “新 ”函数 的 变量 ( 即 由 g(x, y) 的 变量 减 去 fx-51, y-52) 的 变 
E) 来 构造 Ry 的 。 所 以 有 : 





Rs(s1,82) = f. J. hz —ž,y — DR — z + su, — y + 2)didy 
定义 新 的 积分 变量 C= x- x, p=y-y: 
Rys(s1,82) = T. I. h(a, P)Rps(si — a, 82 — P )dadp 
上 式 是 一 个 简单 的 卷 积 ， 其 传 里 叶 变 换 可 以 写 为 : 
Ros(u,v) = H(u,s)Ryr(u,u) 
再 次 利用 相关 函数 的 侍 里 叶 变 换 与 谱 密度 函数 相等 的 假设 ， 可 得 : 
Š (uo) = H(u,v) Sp (u,v) (6-73) 


式 (6-68) 中 也 需要 知道 随机 场 g 和 v 的 互 谱 密度 函数 。 那 么 再 从 式 (6-66) 开 始 两 边 同 乘 
以 v(x-s y-s)， 取 期 望 值 : i 


Ñy (8, s2)= J ü J h(z— y — BE (f(z8,g)u(z—suy — 82)} didy+ Rw (51, 82) 
由 式 (6-72) 可 知 ， 积 分 项 的 值 为 0。 上 式 求 传 里 叶 变 换 后 为 : 


Sov (u, v) = Š, (u, v) | (6-74) 


如 果 将 式 (6-73)， 式 (6-74) 代 入 式 (6-70)， 即 可 得 到 要 证 明 的 式 (6-67)。 


Te 
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我 们 再 来 考虑 图 6-7a 中 的 模糊 图 像 。 由 式 (6-33) 可 得 : 


~ 2 _ 1 . pirrm 
IiH(m,n)| = sna Sin — 

对 于 式 (6-46) 给 出 的 Wiener 滤 波 ， 我 们 用 一 个 常数 来 替换 它 的 分 母 中 频谱 密度 的 比率 ， 
则 得 到 的 Wiener 滤 波 器 为 : 


1 sin Fir 


M(m,n) = 一 2 rm 


sin^ t ¿g 
十 -一 + T 
T 


: Am 
sın N 


cj 一 1) 


T rrt 
Sin -y 


或 者 
~ ¿r sin S sin “T ,rm(iT —1) 
M(m.,n) = —¿ s e Ñ 
sin” — ir + [i3 sin 


T 
对 于 m = 0 时 的 情况 需 格 外 注意 ， 这 时 有 : 
` 1 
MOn) = — ， 其 中 0 <n<N-1 
如 果 将 该 函数 与 由 式 (6-34) 定 义 的 模糊 图 像 的 傅 里 叶 变 换 相 乘 ， 可 以 得 到 : 


， (s= —1)m m. 
. . . i mn 
( ) irsin T sin “T G2(m,n) + G2(m,n KIG ) s) 
m,n) = — -2 
| sin? iram 4 T$. sin? z 


对 于 m = 0 的 情况 ， 我 们 有 : 





[G2 (0,n) + G2(0,n) 


F(0,n) = y 下 erp0 其 中 0 <n <N-1 


Fim, n) 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 : 


¿p sin ZT sin 222 MG (m,n) + G53(m,n) (¿r — 1)zm 
下 (mm = ms olm, n) +t 
| sin“ + irsin -vy 
irsin zm sin 红 Tm . /G2(m,m) + G3(m,m) . (ir — 1)zm 
Fs(m,n) = TO N A N sin | $(m, n) + — N 
sin“ Tr + Tip sin" Ç l 


N 


如 果 利 用 公式 cos(a +b) = cos a cos b ~ sin a sin b 和 和 sin(a +b) = sin a cos b + cos a sin b, 


并 用 式 (6-35) 定 义 的 cos Wm, n) 和 sin 9(m, nn) 代 入 ， 可 以 得 到 : 


¿rsin RP sin Em (ir-l)}nm . (ir-l)nrm 
F (m.n) =——— N N — |Gi(m, njos =——=— -G2(m, n)sin—— r . 


L ass 5 V Eb iwa : 3 ARBARE NEA RAR: HHan 2 oe Cia so. rr 
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B irsin sin tram ， (ir—l)nm (ir—l)nm 
Fə(m,n) “sin irem Ti sin? zm Gi(m,n)sin-—— +Goə(m,n)cos—_ — 
对 于 m = 0 的 情况 ， 有 : 
G, (0,n 
ROm ALN Ron N=1 
I+T 
G. (0. 
F, (0,n) = 2 n) 其 下 0EmgN-1 
1+ 工 


RFEA RE (m, 站 和 Fa(mz, n) 做 反 健 里 叶 变 换 ， 就 可 以 得 到 如 图 6-9a 所 示 的 复原 图 像 。 
我 们 可 以 把 这 幅 图 像 与 通过 逆 滤 波 得 到 的 图 6-7e 和 6-7f 进 行 比较 。 








a) 对 图 6-7a (模糊 图 ) 取 b) 对 图 6-8a (模糊 且 有 c) 对 图 6-8c (模糊 且 高 斯 


T= 二 0.01 应 用 Wiener 滤 波 高 斯 噪声 (o = 10)) WT 噪声 有 (o = 20)) WE = 1 应 
二 0.5 应 用 Wiener 滤 波 HI Wiener y 


图 6-9 用 Wiener 滤 波 复原 的 图 像 


图 6-9b 和 6-9c 所 示 的 图 像 是 受 噪声 污染 的 图 6-8a 和 6-8c 分 别 通过 Wiener 滤 波 得 到 的 复原 图 
像 。 这 些 图 像 可 以 分 别 和 图 6-8g 和 6-8i 相 比较 。 在 所 有 的 情况 下 ，Wiener 滤 波 能 得 到 了 更 好 的 
结果 。 ° 


$ 
| 


6.27 假定 退化 过 程 是 线性 的 ,为 什么 我 们 要 用 卷 积 定理 而 不 是 通过 解 一 组 线性 
HERRER E 
事实 上 ， 我 们 要 进行 求解 的 一 组 线性 方程 是 通过 式 (6-10), g = Hf， 以 矩阵 的 形式 给 出 的 。 
但 是 ， 实 际 上 含有 噪声 项 的 方程 要 更 现实 一 些 (参见 式 (6-26)) : 


gg = Hf+v (6-75) 


其 中 , v 是 向 量 形式 的 噪声 项 。 | 
既然 我 们 假设 已 经 对 这 个 退化 过 程 的 点 扩散 函数 有 所 了 解 ， 甜 阵 有 就 是 假定 已 知 的 ， 于 是 : 
f=H-'g—-H-iv 


其 中 HH 是 一 个 Vx 及 的 矩阵 ，f，g 和 "是 N x 1 的 癌 量 。 


( 6-76) 
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6.28 式 (6-76) 看 起 来 简单 明了 ， 为 什么 还 要 那么 麻烦 地 去 用 其 他 方法 呢 


式 (6-76) 主 要 存在 两 个 问题 : 

1) 该 方程 对 噪声 是 极端 敏感 的 ， 已 经 证 明 该 方法 只 有 在 不 可 能 达到 的 极 低 噪声 水 平 下 
才 有 效 。 

2) 求解 式 (6-76) 需 要 对 一 个 让 x 入 的 矩阵 求 逆 ， 而 和 一般 到 值 为 500， 即 使 是 用 最 先进 的 
计算 机 进行 计算 也 是 非常 困难 有 的。 











例 6.14 ”说 明道 矩阵 复原 对 噪声 的 敏感 性 。 
我 们 来 考虑 下 面 这 个 信号 : 
fa) = 25sin Se ， 其 中 x = 0, 1, ,29 


假设 该 信 号 被 某 函 数 所 模糊 ， 且 该 函数 为 每 三 个 采样 点 加 权 以 后 再 取 平 均 。 此 过 程 可 表 
RA: 用 如 下 所 示 的 矩阵 瑟 去 乘 上 述 离 散 信号 从 而 得 到 一 个 模糊 信号 8(z)。 


04 03 0 0 ... 00 0 03 
03 04 03 0 ...00 0 0 
=| 0 03 04 03... 00 0 0 
03 0 0 0 .. 0 0 04 03 


为 了 引入 一 些 噪声 ， 我 们 将 8(9) 的 元 素 近 似 取 其 最 近 的 整数 值 。 为 了 恢复 初始 信号 ， 我 
们 可 以 用 矩阵 有 的 逆 乘 以 这 个 模糊 信 写 8(x)。 初始 信号 和 复原 后 的 信号 如 图 6-10 所 示 : 


100 ~- 





10 0 30 


图 6-10 一 个 初始 信号 和 一 个 通过 直接 矩阵 求 逆 
复原 的 信号 。 信 号 中 的 噪声 仅 售 人 误差 产生 
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6.29 S.2S2FZEX1SEBEHOREE BS A 

TE., MEEEHIJWI R S D, AA CEA Be 15 PFE 3E F. , 
6.30 什么 矩阵 是 块 循环 的 


EREHE, WRCR A A TEER: 


Ho Hm-ı Hm ... Hi 
Hi Ho Hm-1 ... H 
H 一 - H H. Ho .. Hs 
232 Hm-ı Hm-2 Hu-3 Ho (6-77) 


其 中 ， Ho, H, ... ,wy_! 是 矩阵 旦 的 块 ， 并 且 它 们 自身 都 是 循环 矩阵 。 
6.31 什么 矩阵 是 循环 矩阵 
矩阵 六 是 循环 矩阵 的 ， 如 果 它 具有 如 下 结构 : 


dO) d(M- dM-2) ... d(l) 

d(1) d0 dM-1) ... d(2) 

D = d(2) a(1) d(0) d(3) 
KM-1) dM-2) dM-3) ... d(0) (6-78) 


在 这 样 一 个 矩阵 中 ， 它 的 每 一 列 都 是 通过 将 其 前 一 列 所 有 元 素 向 下 移动 一 行 ， 并 且 前 一 
列 最 下 端的 元 素 则 为 该 列 最 上 端的 元 素 而 得 到 的 。 
6.32 为 什么 块 循环 矩阵 可 以 很 容易 地 求 地 

循环 和 矩阵 和 块 循环 矩阵 很 容易 求 逆 ， 因 为 很 容易 找到 它们 的 特征 值 和 特征 向 量 。 
6.33 什么 是 循环 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 


我 们 定义 下 面 的 标量 集 : 


A(k) = ad(0) + d(M — 1)exp [Zl + d(M — 2) exp [Zia] 


+... + d(1) exp Zim 一 Dk. (6-79) 


Fu EIE: 


ARER 


其 中 ，K 的 取 值 为 E= 0, 1,2, + 


, M— 1。 


1 
exp [22 k] 


exp [22k] 


exp [>Z (M — 1)k] 


直接 置换 可 以 证 明 有 : 


Dw(k) = AX(k)w(k) 


Hl, AGE ABEED 〈( 式 (6-78) 所 定义 ) 的 特征 值 ，w( 旭 是 其 对 应 的 特征 向 量 . 
6.34 已 知 矩阵 特征 值 和 特征 向 量 如 何 求 矩阵 的 送 
如 果 有 算 了 泗 W， 它 的 列 是 矩阵 D 的 特征 向 量 ， 则 有 


D 


其 中 Wr 的 元 素 为 


1 2 
W-1(k,i) = +z exp -iki 


= WAW! 


M 


并 且 人 A 是 对 角 元 素 为 其 特征 值 的 对 角 和 矩阵 。 因 此 ， 和 矩阵 D 的 逆 就 很 容易 得 到 : 


Di=(WAW-D) = (W-1 AIW! = WAW! 





° 例 6.15 考虑 矩阵 W， 它 的 列 w(0), w(1D),… 





“, W(M-1) 由 式 (6-80) 给 出 。 证 明 具 有 元 素 : 


M 


r; 
Z(k,i) = 1 exp (- 强 #) 


HAERE ZEE RE WEJ EBE. 
我 们 有 : 
] 1 
1 e ii ' 
W=11 e m? 
1 eS (M—1) 
1 1 
l 1 e i 
= — |1 e- H? 
Z M . 


1 e- 3} (M-1) 


o 2EE2(M—1) 


1 1 
e ti? e TE (M-1) 
e FiA e mE 2(M-—1) 


e É (M-—1)° 


e- 2 e- i (M—1) 


e- F} 2(M-1) e- SZ (M-1)? 
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(6-80) 


(6-81) 


(6-82) 


(6-83) 


(6-84) 


# 6 * 
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M yol etik M-1 SÉ(M-1)k 
zw = l| Dre M . EMG! e- M-ak 
> e- Z$ (M-—1)k SIDO M2 o. M 
这 个 秆 阵 的 所 有 非 对 角 元 素 具 有 形式 Se 六 的 形式 ， 其 中 :是 正 或 负 整 数 。 这 个 和 是 一 
个 首 项 为 1 且 比 率 为 g=e 六 的 几何 级 数 。 应 用 公式 : 
也 一 二 n 
y gk = q ~ 
k=0 1- 
可 以 得 到 : 
NS Ea _ | M = ( 
全 0 t0 


于 是 ，ZW = 1， 即 Z= W, 


例 6.16 `M = 3 时 ， 由 式 (6-79) 定 义 的 X( 有 D 和 式 (6-80) 定 义 的 w(D) 分 别 是 由 式 (6-78) 定 义 的 矩阵 


的 特征 值 和 特征 向 量 ， 其 中 k=0, 1,2。 
当 M = 3 时 ， 重 新 定义 矩阵 忆 为 : 


d d do 
而 且 有 : 
(LN 
vo-e ,| 其 中 k=0, 1,2 
e 
A(K) = d, rde” +de?” ， 其 中 k=0,1,2 
我 们 必须 证 明 : 
| Dw(k) = A(k)w(k) (6-85) 
先 来 计算 这 个 表达 式 的 左 病 : 


d d2 dı 1 do + de“ t + die SP 2k 
Dw(k)=|d do dz} | est di + doe 3t + de h 2k 
db d do e 3 2k da + die 3 * + doe 3+2 (6-86) 


Te rr NT Pe pi pa. en 


OBRIR O: ëY 


再 来 计算 式 (6-85) 的 右 端 : 


do +de 3 ik + die S 2k 
A(k)w(k) = doe 下 十 dye rt 十 die 3 3k 


doe S 2k L dye 3k + dje 3 4k 
(6-87) 


UR REACG6-86) MA6- A m yB lERUJ TRH, HEZ l: 
e=] ， 对 于 任意 的 整数 k 成 立 


和 
eh edhe F k = emike Fhe stk 
可 以 看 出 式 (6-85) 是 正确 的 。 
例 6.17 K TEPER W: 
-1 0 2 3 
3 —1 0 2 
2 3 — 0 
0 2 3 -i 


Et, M=4,d(0)=-1, d(l) = 3, d(2) = 2, d3) = 0. FÆ: 








1 
A(0) = -1+2+3=4= A(0) +=- 
2rj 2xz3 —+3j —1+ 
X) = —-1+2e 243e 3 = 1-2-3j=-3-3j= X 1() = Sy 
m} T} 1 
XQ) = —1 + 2e 74 4 3e F6 = -1+2-3=-2=> A2) = -3 
2r j nj —3 -33 一 | 一 
A(3) = -1+2e 弄 6+3e 于 9 = 1 2+3j=-3+3j > X 1(8) = —— = — J 
wT(0)) = (1 1 1 1) | 
wT(1l) = (1 e% eT? e™3)=(1 j -1 -i) 
wT(2) = (1 ei? e4 es)=(1 -1 1 -1) 
wT(3) = (1 e3 e6 e*E9)=(1 -j -1 j) 
我 们 利用 这 些 向 量 可 构造 矩阵 W 和 Wr ， 然 后 应 用 式 (6-84) 即 得 : 
1 1 1 IN 0 0 O 1 1 1 1 
pi 1 1[|1 j -1 -i 0 HH 0 0 1 -j -i j 
4l1 -1 1-1] 0 0 — 0 1 -1 1 -l 
1 -j -1 jJ o o =#/\M j -l -i 
1 1 1 1 í 4 3 d 
. . —1+;j 1+ 1-7 -—1-j 
lil j -l -i || = % Ç y 
1 =l 1 一 -å 3 — 3 
1 -j -1 j -li i-i lti ziti 
6 6 6 6 


š. s=: 25 uama T e E C arik poli POP RES Ei eiiiai 
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~ Y £ f B|=5p| 1 5 — 13 
Š 1“ ¥ 7 13 1 5 -7 
12 12 12 12 


例 6.18(B) ”和 矩阵 Wh 的 元 素 由 下 式 给 出 : 
Wn (k,n) = z exp 2 

其 中 上 和 1z 取 值 均 为 0, 1,2,.… , N-1。 其 逆 矩 阵 Wi! (参见 例 6.10) 的 元 素 由 下 式 给 出 : 

W (k,n) 一 


我 们 将 气 阵 柬 定 义 为 矩阵 Wx 与 其 自身 的 Kronecker 乘 积 ， 证 明 阜 阵 克 的 逆 甜 阵 则 表示 为 抱 
阵 Ww! 与 其 自身 的 Kronecker 乘 积 。 


237 考虑 矩阵 W 的 一 个 元 素 W(m, 中， 把 整数 m 和 !/ 写 成 被 N 除 所 得 商 加 余数 的 形式 : 
m = mN +m 
[ = hhN +I 


由 于 多 即 为 Wv@Wv,， 我 们 有 : 


W(m,l) = Eelim) elfi mat) 


. (6-88) 


指标 (mu 4) 用 来 识别 矩阵 W 的 元 素 Wlm, DRRR, mAIRE — A h a Pr 48 nÍ RER 


值 。 
P > 7 |: 
同 理 ， 我 们 可 将 矩阵 Z= Wç! @ W;' 的 元 素 写 成 : 


Z(t,n) = Te nm e- fitan (6-89) 


和 a 


ARER O yO 


则 乘积 矩阵 A= WZ 的 元 素 如 下 所 示 : 


N2—1 
Alkın) =  W(k,t)Z(t,n) 
t=0 
1 Nl 2rj 27j 2 2r 7 
一 NE ` e N kitie N Kotze N Ni p N t2n2 
t=0 


l N2 一 1 po on 
— 3 >` e R (ki—ni)tio N (k2—n2)t2 
一 日 
如 果 将 1 写成 1 = rN + z2 的 形式 ， 那 么 基于 ! 的 和 可 表示 成 两 部 分 ， 一 部 分 是 基于 # 求 和 ， 夯 
一 部 分 则 是 基于 t; 求 和 : 


1 N- 2f 7 N-1 2n} 
A(k, n) = 3 >` Gaa >` We | 
ti =0 


t2=0 (6-90) 
由 例 6.10 可 知 : 
M—1 
2rims | M s= 0 
> €“ = | 0 sZ 0 
我 们 将 上 式 应 用 到 式 (6-90) 上 ， 先 求 里 面 的 和 ， 然 后 再 求 外 面 的 和 : 
N—1 | 
A(k,n) = = ` e N (ki=ni)ti 6(kə — na) N 
tı =0 
= (ka 一 n2)No(k1 一 nı) 
= ôl ka 一 n2)ð(kı — ni) 
= ó(k—mn) 
因此 ， 算 阵 4 的 所 有 非 对 角 元 素 均 为 0， 其 对 角 元 素 均 为 1， 即 矩阵 A 是 单位 矩阵 。 这 就 证 , 
明了 由 式 (6-89) 给 定 元 素 的 矩阵 Z 是 由 式 (6-88) 给 定 元 素 的 矩阵 W 的 逆 托 阵 。 ° 





6.35 ”如 何 知道 表达 线性 退化 过 程 的 矩阵 H 是 块 循环 的 
我 们 知道 ， 等 式 g = Hf 事实 上 等 价 于 : 


N—1 N-—1 
glij) = Y >》 Ah(k,li,j)/(k,D 
k=0 i=0 (6-91) 
其 中 ，h(k, 7 有 是 该 退化 过 程 的 点 扩散 函数 。 对 于 一 个 移 不 变 的 点 扩散 函数 我 们 有 : 
N—1 N-—1 
gG,j) = Š X f(k, Dhl- k,j — 1) 
k=0 I=0 (6-92) 


考虑 分 块 矩 阵 H 的 一 个 块 ( 见 式 (6-77))。 在 每 一 个 块 中 ，! 和 j 的 值 保 持 不 变 ， 也 就 是 说 在 


w 
O 


190 £ 6 + 


每 一 个 块 中 j-! 的 值 是 常数 。i-k 的 值 从 i 变 为 i~N +1， 取 遍 其 间 所 有 的 整数 值 。 当 i 的 值 在 下 一 
行 中 增加 1 时 ， 所 有 i-k 的 值 均 向 右 移动 一 个 位 置 ( 见 式 (1-26) 和 式 (6-77))。 所 以 ， 和 矩阵 H 的 每 
一 个 子 矩 阵 可 用 j-1= 4 表示 出 来 ， 并 有 如 下 的 循环 形式 : 


hOu) RN-Lu) (N —2,u) ... h(l,u) 
(lu) hOu) AN-LW ... A(2,u) 
H. = | pe A) hou) o AB) 
h(N — lu) AN-2 M(N 3.4) ... h(0,u) (6.93) 


和 注意， 这 里 我 们 假设 h(v, ww) 是 周期 函数 ， 每 一 个 变量 以 N 为 周期 。 因 此 ， 有 h(l1-N, u) = 
h((1—-N) +N, wW) = A, WE, 


i 1 3BBEHu] 5 aan PÉ: 
Ho Hı Hə ... H_M+1 
Hı Ho H ... H-M+2 
H — H, Hi Ho - 。- H M43 
Hm-1 Hm-2 HM-3 ... Ho (6-94) 


其 中 ， 由 于 hv， u) 的 周期 性 ， AH- = Hu-1, Hm = H S SË 
6.36 如 何 对 角 化 一 个 块 循 环 矩 阵 
定义 一 个 具有 下 列 元 素 的 矩阵 ， 


1 27) 
Wp (k, n) = JN exp m. 


(6-95) 
JE H.8 EF 
W = Wx @ Wyn (6-96) 


其 中 ， 四 表示 两 个 矩阵 的 Kronecker 乘 积 。 托 阵 Wx (四 的 逆 是 一 个 具有 下 列 元 素 的 矩阵 : 


- In? 
WN (k,n) = > exp Em 


(6-97) 
则 矩阵 多 的 逆 可 由 下 式 给 出 《参见 例 6.18 ): 
WN (k,n) = WN @ WN (6-98) 
我 们 也 可 以 定义 一 个 如 下 形式 的 对 角 令 阵 A: 
3 zy 如 果 i =k 
Ak) = K r | 
0 WR i k (6-99) 


其 中 ， 互 是 点 扩散 函数 /的 离散 傅 里 叶 变换 : 
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N—1 N-—1 


£ h Kakak 
w= y D D hene oo, 
通过 直接 矩阵 乘积 ， 可 以 证 明 : 
H=WAW-! (6-101) 


由 于 抵 阵 妃 可 以 写成 几 个 矩阵 乘积 的 形式 ， 并 且 各 分 量 的 逆 都 很 容易 求 得 ， 因 此 万 的 逆 也 
很 容易 解 得 。 
B6.5 式 (6-101) 如 何 证 明 ? 
首先 必须 找 出 矩阵 有 的 一 个 元 素 HG, 8) 与 点 扩散 函数 h(x, ?) 的 关系 。 我 们 把 下 标 /8 写 
成 某 块 数 与 维 数 M 的 乘积 再 加 上 一 个 余数 的 形式 : 
f = j/AN + f 
g = g N + g> 
由 于 /和 lg 可 取 遍 从 0 到 N2z- 1 之 间 的 每 一 个 可 能 的 值 ， 我 们 可 以 形象 地 表示 出 矩阵 五 的 
N x N 个 块 ， 如 下 所 示 用 下 标 zx 标 出 来 : 


我 们 注意 到 每 个 块 都 以 下 标 f1~g1 为 特征 ， 并 且 在 每 一 个 块 中 ， 由 h(x， y) 生 成 的 元 素 
可 以 用 变量 值 P-8: 表 示 ， 我 们 可 得 出 结论 
H(f.g) = h(f> — 92, fi — 91) (6-102) 
TFAA EEEWAW 的 元 素 : 


N21 N2—1 


A(m,n) = ` > WmAuWin 


l=0 t=0 
由 于 A 是 对 角 和 矩阵 ， 基 于 1 的 求 和 只 有 在 t= /时 才 有 效 ， 于 是 有 : 
N2—1 
A(m,n) = >` Wm AuW 
1 一 0 


HTA 是 一 个 标量 ， 因 此 在 被 加 数 中 可 以 改变 其 位 置 : 


N2—1 
A(m,n) = 3 ` WmWin An 


i 7 i 
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fE MEB6.2:h, #&IlELHEBH f ikm W 和 Wi;! 的 元 素 ， 如 果 将 它们 的 指标 
写成 被 N 除 所 得 商 和 余数 的 形式 .: 


m = Nmi+ mo 
l = NhL+hk 
n = Nnm 


利用 这 些 表 达 式 ， 以 及 由 式 (6-99) 将 Ar 定义 为 NHG(L.l) ， 可 以 得 到 : 


N2—1 f | n. | 
Afm, n) 一 ` etii mh SË me Rn N Ñ (la, h) 
{=0 
重新 调整 一 下 ， A: 
1 NaN w" 加 
Amn) = £ D Y. Alla, i)e mn dhe mn) 
1 一 0 {2=0 


可 以 看 出 该 表达 是 io-m2,ma-m) 的 傅 里 叶 反 变换 ， 因 此 有 : 


A(m,m) = h(m> — n2, Mı — nı) 


(6-104) 


(6-105) 


通过 比较 式 (6-102) 和 式 (6-105)， 可 以 看 到 和 矩阵 和 WAW ' 具 有 同样 的 表达 形式 .。 


B6.6 ”什么 是 矩阵 BH 的 转 置 ? 


我 们 将 证 明 H = WA*W !， 其 中 ，A* 是 矩阵 A 的 复 共 轿 害 阵 。 
由 方 框 B6.5 中 式 (6-102) 可 知 和 矩阵 瓦 的 转 置 年 阵 的 元 素 可 由 下 去 给 出 : 


HT(f,g) = h(g2 一 户 ,91 — fı) 


(6-106) 


算 阵 WA*W-! 的 元 素 A(m, 由 可 由 方 框 B6.5 中 类 似 式 (6-104) 给 出 ， 但 是 由 于 A 的 元 素 
被 定义 成 式 (6-100) 的 侍 里 叶 变 换 Au VARRER., AEAN, n) 不 是 含有 AA) 
WT, WE AOL, -DAF 


N—1 N-1 


l =0 ls =0 
我 们 将 上 式 中 的 求 和 变量 置换 为 : 


h 三 一 和 l = —l2 


1 —N4+1 —N+1 _ _ xi _ an _ 
Am) = E D Ahe tmth et Cnt 


ii =0 io=0 
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由 于 我 们 是 在 一 个 周期 上 处 理 周期 图 数 的 求 和 问题 ， 因 此 可 以 不 必 管 求 和 的 范围 , 
只 要 对 N 个 连贯 的 下 标 求 和 就 行 了 ， 至 于 是 在 哪个 范围 内 求 和 都 不 会 有 什么 影响 。 于 是 
可 写成 : 


N—1N-1 
1 x“ ww “Ç 2ryr ~ 2rj/ ~ 
Alm, n) = ~ > > H(iy,i)e™ (-—mi+nai)h p S (—maə+na)l2 


[Ir =0 {a=0 
可 以 看 到 上 式 的 右边 实质 是 基于 (m2 一 m2, n-m AC O 的 傅 里 叶 反 变换 ， 即 : 
A(m,m) = h(n2 — m2, ni — mi) (6-107) 


通过 直接 与 式 (6-106) 比 较 ， 可 以 证 明和 矩阵 H 和 WA W 是 相等 的 。 








。 例 6.19 “证明 拉 普 拉 斯 算 子 (Laplacian ) Bp, 一 幅 离 散 图 像 在 像素 点 Gi, 力 处 的 二 阶 导数 之 和 
° 可 由 下 式 表达 : x 


A2/G.j = fGü-—1l,j)+fGüj- V +JGü+1j)+fGj+1)-4/f0j) 


在 两 相 邻 像素 中 间 位 置 +, 站， 图 像 函数 沿 ; 轴 的 一 阶 导 数 可 由 一 阶 差 分 近似 给 出 : 
Afati = fü+1j)- GJ) 
同 理 ， 在 G-E DAUTA — NA: 
AJü-2j) = fii- Ai-i) 
那么 ， 图 像 函 数 在 (i, 旋 处 沿 澳 的 二 阶 导数 可 以 用 (2+, 力 和 (i, 办 处 的 一 阶 差分 的 一 阶 
差分 近似 得 到 ， 即 : 
| 1 
APG.) = Afiti) Afi) 
同 理 ， 图 像 函 数 在 (i 四 处 沿 j 轴 的 二 阶 导数 可 如 下 近似 表示 : 
1 .. 1 
fGj+1)-2fG,j) + fG,j —1) (6.109) 


将 式 (6-108) 和 式 (6-109) 两 边 相 加 即 得 结论 。 


| 


例 6.20 ”我 们 来 考虑 一 个 用 列 向 量 f 撕 述 的 3 x 3 的 图 像 。 如 果 用 一 个 9 x 9 的 托 阵 志 .与 向 量 f 相 乘 ， 
结果 将 会 得 到 一 个 向 量 ， 该 向 量 在 各 位 置 上 返回 拉 普 拉 斯 算 子 的 估算 值 。 假 设 图 像 在 各 方 问 
上 是 以 3 为 周期 的 周期 函数 ， 那 么 矩阵 L 是 什么 类 型 的 ? 

由 例 6.19， 可 知 在 各 个 位 置 返回 拉 普 拉 斯 算 子 估算 值 的 矩阵 算 子 是 : 


0 1 0 
1 —4 1 
0 1 O 
为 了 避免 边缘 影响 ， 我 们 首先 将 图 像 在 所 有 方向 上 周期 性 延 拓 : 
fsı f32 f33 
fis fu fo fis fu 
fai fa Jz fz fai 
f33 fsı fa fa3 fal 
fu f2 fi 


通过 观察 拉 普 拉 斯 算 子 在 一 个 像素 点 的 作用 值 ， 并 将 它 作为 权 值 ， 可 以 构造 下 图 所 示 的 
9 x 9 的 矩阵 ， 用 该 矩阵 与 列 向 量 f 由 乘 ， 即 : 


一 4 1 1 1 0 0 1 0 0 fu 
1 一 4 1 0 1 0 0 1 0 fai 
1 1 — 0 0 1 0 0 1 fal 
1 0 0 -4 1 1 1 0 0 fiz 
0 1 0 1 —4 1 0 1 0 f22 
0 0 1 1 1 — 0 0 1 f32 
1 0 0 1 0 0 一 4 1 1 万 3 
0 1 0 0 1 0 1 一 4 1 f23 
0 0 1 O 0 1 1 1 —4 f33 
容易 看 出 ， 该 矩阵 是 一 个 以 大 小 为 3 x 3 的 块 为 单元 的 块 循环 矩阵 。 
例 6.21(B) 利用 例 6.20 中 定义 的 矩阵 估算 如 下 图 像 的 拉 普 拉 斯 算 子 : 
3 2 1 
2 0 1 
0 0 1 
然后 再 利用 例 6.19 中 的 公式 估算 上 面 图 像 的 拉 普 拉 斯 算 子 。 
—4 1 1 1 0 0 1 0 0 3 —7 
1 一 4 1 0 1 0 0 1 0 2 一 4 
1 i -4 0 0 1 0 0 1 0 6 
1 0 0 一 4 1 1 1 0 0 2 —4 
0 1 0 1 一 4 1 0 1 0 0 | = 5 
0 0 1 1 1 —4 0 0 1 0 3 
1 0 0 1 0 0 一 4 1 1 1 3 
0 1 0 0 1 0 1 一 4 1 1 0 
0 0 1 0 0 1 1 1 —4 1 —2 
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如 未 我 们 要 利用 该 公式 ， 必 须 先 延 拓 图 像 的 边缘 像素 点 : 


0 0 1 
1 /3 2 1\ 3 
1 | 2 0 1| 2 
1 \0 0 1/ O 
3 2 1 
拉 普 拉 斯 算 子 是 : 
1+2+2—4x3 3+1-4x2 1+2+1+3-4x1 -7 — 3 
3 二 1 一 4x2 2 十 2 十 1 1+1+2—4x1 一 | 一 4 9 0 
2 十 1 十 3 2+1 1 十 1 一 4x1l 6 3 一 2 


， 不 论 我 们 利用 局 部 计算 公式 还 是 利用 外 阵 乘法 ， 都 得 到 同样 的 结 采 。 


例 6.22(B) 计算 例 6.20 的 盾 阵 的 特征 癌 量 和 特征 值 。 
例 6.20 的 答 阵 工 是 : 


= 5 @ =. D @ A m = 


| 


— DO C Ah — = = — — 


@ @ = @ O = = = Ë 
@ = > O == @— = = = 
@ O = = = hA OO = 
| | 
@ = C = i = C —— — 
= = h O Dmm — @— "= 
| 
= A = @— = — — = — 
A £ = = — — = — — 


可 以 很 容易 地 看 出 该 矩阵 是 个 以 3 x 3 的 块 为 一 个 单元 的 块 循环 和 矩阵。 要 想 找到 它 的 特征 
向 量 ， 首 先 要 利用 式 (6-80)， 取 AM = 3 来 定义 站 量 w。 


TERORS O 
用 这 些 向 量 作为 列 构成 一 一 个 矩阵 ， 我 们 再 将 该 矩阵 除 以 VM = \3 来 标准 化 这 个 和 矩阵， 这 
样 就 构造 出 如 式 (6-95) 所 定义 的 矩阵 ， 即 : 
1 (1 1, 1, 
m= 去 ( “Q Æ) 


我 们 用 上 面 这 个 矩阵 与 其 自身 的 Kronecker 乘 积 生成 如 式 (6-96) 所 定义 的 矩阵 W: 


_ 6 —_ 6 


1 1 1 1 1 1) 1 1 
1 es eF 1 eS" es I e7 = 
1 eF e*s 1 eS e's 1 es e S. 
1 1 1 e S es eT e*t es eS 
W = 1 1 e F eF eF es eF eT e S. = 
3 1 e% es e s e 于 eF eT e“ g 
1 1 1 eF es eF eT e% es 
1 3 e3 e3 e3 e3 es es 
1 tzi e 3 ce eB c ce es 26 


ZERE IJ BIL a SE ELB RE E, ERRE In] Se T R. 8 ils] #kEJBUJ A REDE 
阵 都 是 一 样 的 ， 并 不 依赖 于 具体 的 特征 值 。 利 用 式 (6-97) 可 构造 矩阵 W 的 逆 矩 了 泗 ， 亦 即 矩 阵 W 
的 复 共 罗 。( 注 意 ， 对 于 一 般 的 酉 矩阵 ， 必 须 通过 取 其 转 置 矩 阵 的 复 共 圈 得 到 其 节 和 矩阵。 这 里 
由 于 W 是 一 个 对 称 和 矩阵 ， 与 其 转 置 是 相同 的 ， 故 可 通过 直接 取 其 复 共 轿 得 到 其 逆 矩 阵 。) 


1 1 dy 1 l, 1, ! l. 1, 
可 了 ni _ 2r _ Am; _ — 
l e š 6e 3 1 ea € 3 ] e e KJ j 
Anj Bri _ åri _8rj _å&nj — sx 
1 e" 3 e 3” 1 e 3 e 1 e 3 e 
271 277 2n} åri An} rj 
1|1 1 1 eP eH eT e es es 
27r} arj 2m7 . _ 4xj _ 67j åri _8rj _ 8r 
W =z l e E ax E >s e ar € o, € azi € Bx; € 12r j 
432 —8ri 一 2332 ~ 37 — 101; -45i -Šad — 2 
3 e e e € e 
le € “qmi _ Ar; nj — 8"; — Sgi 一 < 
1 1 1 e 3 ee 3 e 3 € 2 E on e z. 
2 drj Anj _Srj _ 8r _ 8r _ w _ 
1 e- ee- es ec eT e 2 e Wa e E 
nj i = ; 12x4 u] Rj Kil 
1 e- 32 e- 285 _ 152 e “S e- 3 ec 一 条 e-t e- 73A 


利用 式 (6-99)， 可 以 通过 计算 矩阵 L 的 传 里 叶 变 换 求 其 特征 值 。 但 是 ， 首 先 我 们 需要 确定 
用 矩阵 L 描 述 的 算 子 的 核 1x,y)， 并 利用 式 (6-100) 求 出 (x, y) 的 伟 里 叶 变 换 L(u,v) 。 
由 例 6.20 可 知 核 国 数 是 : 


那么 ， 对 于 离散 函数 1(x,y) 我 们 可 以 确定 其 值 为 : 


1(0,0) = —4, I(—1,—1) = 0, I(—1,0) =1, I(—1,1) = 
I(0,—1) =1,1(0,1) = 1, I(1,—1) = 0, I(1,0) = 1, I(1,1) = 0 


注意 ， 由 于 在 式 (6-100) 中 需 假 定 所 定义 的 函数 h(x, y) 的 变量 x 和 y 都 是 正 值 ， 因 此 上 面 这 些 
值 不 能 由 式 (6-100) 直 接 求 出 。 我 们 需要 对 核 函 数 做 一 个 平移 变换 ， 即 把 值 -4 放 在 新 的 核 矩 阵 
的 左上 角 。 通 过 读 取 和 矩阵 L 的 第 一 列 并 进行 卷 绕 ， 我 们 可 以 得 到 这 样 一 个 3 x 3 的 矩阵 : 


i 有 d 
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1(0,0) = —4, 1(0,1) = 1, 1(0,2) = 1, I(1,0) = 1 ` 
1(2,0) = 1, 1(1,1) = 0, 1(1,2) = 0, (2,1) = 0, (2,2) = 0 
将 这 些 值 用 于 式 (6-100) 可 得 : 
Êlu, v) = 5 4+te a Ta Ste Fr+e wJ | i 
(6-110 ) 
趟 (6-99) 中 所 指 的 失 阵 Z 的 特征 值 ， 即 出 现在 矩阵 A(k, 门 的 对 角 线 上 的 值 ， 是 当 ! = knoss 
Hv -| 时 的 们 里 叶 变 换 Lv) 的 值 ， 其 中 ，k= 0, 1,..,8。 这 些 值 可 以 利用 式 (6-110) 计 算 


得 到 : 

£0,0) = 0 
£ 1 mj 4”; 

L(0,1) = 3 |-4+e- 3 +e +1+1| = Ż[-2 — 2cos60°] = —1 
f 1 — ári _ Sr; 1 _ åri _2aj. . 
L(0,2) = 5 |-4+e 十 e 5 +2| = 3[-2+e S +e 5]=—l 
L(1,0) = Ê(0,1)=-—1 

^ 1 ný 4m J 1 

LG.) = 3 -4+ 2e S +2e | = s[—4— 4cos60°] = —2 

a 1 ári Ti T} Rj 

L(1,2) = 了 | 一 4+e 了 te "7 +e 7 +e] = —2 

六 (2,0) = £(0,2)= -1 

£2,1) = 了 (2)= 一 2 

7(2,2) = s [a+ 2e 学 +2e- 和 | = —2 


n} : 1 3 
e- = — cos60° — j sin 60° = -> - 
zi | 1 3 
e = — cos60° + j sin 60° = -3 A 
e = 1 | 
w 2 2x3 1 , 3 
e = — E = — cos60° jsin60 = -i — 2 
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对 角 化 ,但 是 我 们 不 能 通过 对 这 个 对 角 和 矩阵 取 逆 来 求 矩 阵 Z 的 逆 。 当 矩阵 ZL 表示 为 一 幅 图 像 的 
拉 普 拉 斯 算 子 时 并 不 值得 奇怪 ， 因 为 我 们 知道 仅 靠 拉 普 拉 斯 算 子 的 知识 是 无 法 复原 原 图 像 的 。 
对 和 所 阵 工 应 用 式 (6-99) 可 以 定义 矩阵 人 为 : 


oo 


s 
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@ — — — — % — o o 
| 
(av — — — — O — — — 


€ — — @ — — — — — 


@— — ç — — — — — E 


| 


> 

il 
@— — — — — — — — — 
(> — — — — — — ç — 
@— — — — — — ç — O 
(ai — — — — — — — O 
| 
@ — — — O — — — oO 


#I FLS E YWJRBBEW, W ”和 A， 我 们 可 将 过 写 成 : 
L = WAW” 
上 面 这 个 等 式 可 以 通过 直接 相 乘 来 验证 。 首 先 我 们 来 计算 矩阵 AW- 


0 0 0 0 0 0 0 0 0 
-1 -et -eF -1 -e É -eF -1 —e -e7 
-1 —e -eF -1 -e -eF -1 -e -e 
-1 -1 -1 =e- — 3 -eE e“ e ee 
-2 —2e77 2e 2e o e —2e E e 2e 于 —2e7 SS 


år j E 4r j Sri _ 8rj _ Brij 

—1 —1 —1 —_ e —e— s — e 3 — e 5 —e -到 —e 
2mj anj 4rj _ srj _ 8r} _ 8ni _ 10mrj _ 12=j 
—9 —2e7 3” —2e 3” ~ 3 —2e 3 一 2e- 5 —2e 3 —2e 5 —2e 3 


4 BTj dri _ 8ni _ł2rj _ Brj _ 1273 _ t 
-2 2e- 2e- 2e 2e F 9 — oe 2e S —2e 3 


WRR EF]: 
10=J drj 1 . 3 
eS = e = — cos60° + jsin 60° = —5 1 
e US = 1 
16mj 47j 1 . 3 
e = e 3 = — cos60° +jsin60 = 一 5 + 


3 H 8968 WZ: 3 LEMERE, RRT EAREEL. 





6.37 现在 我 们 知道 了 如 何 解决 对 H 求 逆 的 问题 ， 但 是 如 何 解决 式 (6-76) I 
声 的 极端 敏感 问题 


我 们 可 以 通过 对 该 问题 的 解 附 加 一 个 平滑 约束 ， 使 得 它 不 至 于 波动 太 大 。 也 就 是 说 ,我 
们 希望 重 构图 像 的 二 阶 导数 总 体 上 比较 小 。 在 每 个 像素 点 ， 图 像 沿 着 每 个 轴 的 二 阶 导 数 之 和 
可 以 近似 得 出 : 


A?fli,k)= fli-1,k)+ fü,k— 1) + fü + 1,k) + fü,k+1) — 4fG k) (6-111) 


和 
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这 是 在 (如 处 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 值 。 我 们 选择 附加 的 平滑 约束 是 为 了 使 得 在 每 个 像素 点 
处 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 值 的 平方 和 最 小 : 


N 
DD [A?f(i,k)] = 最 小 
k=l i=l (6-112) 
每 个 像素 点 处 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 值 ， 都 可 由 拉 普 拉 斯 算 子 (其 形式 为 N x NERE) 作用 
于 列 向 量 f (其 大 小 为 N* x 1) 所 产生 的 Lf 计算 得 出 。Lf 是 一 个 向 量 ， 它 的 所 有 元 素 的 平方 和 
可 由 (Lf) ZE 计算 得 到 。 这 个 约束 就 是 : 


(LALE = 最 小 (6-113) 


6.38 如 何 利用 和 矩阵 逆 的 约束 
我 们 再 次 用 矩阵 的 方程 式 来 表述 求解 { 的 问题 : 
g=Hf+v (6-114) 
假定 噪声 向 量 " 是 未 知 的 ， 但 是 它 的 某 些 统计 特征 是 知道 的 ， 例 如 ， 我 们 知道 : 
JTy = (6-115) 
5 这 个 量 跟 噪声 的 方差 有 关 ， 并 且 可 以 仅 利用 图 像 自身 中 均匀 亮度 的 区 域 估算 得 到 。 如 果 
我 们 利用 式 (6-114) 求 出 向 量 v， 代 入 式 (6- 115) 中 ， 就 有 : 


(g— Hf)" (g - Hf) = (6-116) 
于 是 ， 问 题 就 转化 为 在 式 (6-116) 的 约束 下 最 小 化 式 (6-113)。 该 问题 的 解 是 全 里 叶 变 换 形 
ARII 68 : 
Ĥ* (u,v) 


1 
M(u o) = =ar < 
“>” N Ao) ++l|Ë(u,o)É (6-117) 


通过 分 子 和 分 母 同 乘 以 BH(u,v) ， 我 们 可 以 提取 复原 滤波 器 的 传递 函数 : 


1 Hw of 


M 
(mo) = EAG v) |H (u, v) + yi . (6-118) 





其 中 ，y 是 一 个 常数 ， Lu,v) 是 一 个 N x N 的 矩阵 的 傅 里 叶 变 换 ， 并 具有 下 列 性 质 : 如 果 
我 们 用 它 堪 乘 一 幅 图 像 ， 将 会 输出 一 个 和 该 图 像 一 样 大 小 的 阵列 ， 它 的 值 是 相应 像素 点 处 的 
拉 普 拉 斯 算 子 的 估算 值 。 参 数 y 的 作用 是 在 平滑 输出 与 数据 关注 之 间 取 得 平衡 。 


N 
© 
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B6.7 找 出 问题 的 解 : 最 小 化 (CD ZE， 约 束 如 下 : 


[z — Hf] [g — Hf] = = (6-119) 


利用 拉 格 朗 日 来 数 (Lagrange multiply) (见方 框 B6.9 ) 的 方法 ， 方 程 的 解 必须 汪 








是 : 
8 T _ 
z5 gE LY Lf + Mg — Hft)' (g — Hf)] = 0 (6-120) 
其 中 4 是 一 个 常数 。 这 是 关于 一 个 向 量 的 导数 ， 它 将 产生 一 组 含有 入 个 方程 (一 个 方 
程 对 应 向 量 f 的 一 个 分 量 ) 的 方程 组 ， 它 和 式 (6-116) 构 成 一 组 有 AN +1 个 方程 的 方程 组 ， 
HAN +1 个 未 知 量 ， 即 向 量 f 的 N 个 分 量 再 加 上 人 。 | 
如 果 a 和 b 都 分 别 是 一 个 向 量 ， 它 就 可 以 表示 成 (参见 例 6.23): 
OfTa _ N 
of (6-121) 
bF _ |， | 
of (6-122) 
并 且 ， 如 果 A 是 一 个 Nx 和 的 方 阵 ， 那 么 《参见 例 6.24): 
A (A + A')f 
f = (6-123) 
我 们 将 式 (6-121)、 式 (6-122) 和 式 (6-123) 应 用 到 式 (6-120) 来 计算 这 个 导数 : 
ð T rT T T _ T gT T rT 
zF f (L Lf +Xg g- g Hf f'H'g + fH H£ )=0 
式 (6-123) 式 (6-122) 式 (6-121) 式 (6-123) 其 中 
=> (LTL)f£ + X—HTg — HTg +2HT Hf) = 0 
= (HTH +yLT Lf = HTg (6-124) 
1 
其 中 Y= 于。 对 于 块 循环 矩阵 式 (6-124) 很 容易 求解 ， 于 是 有 : 
252 £=[HTH+xLTL HTg (6-125) 


7 可 以 从 式 (6-119) 中 求 出 。 


和 EE cia =a s—— —— F sap: p.m. aie d 
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B6.8 求解 式 (6-124) | 
H TH#ILEBAS E AAE] (参见 例 6.20、 例 6.22 和 方 框 B6.6)， 它 们 可 以 被 写成 : 


H=WAW-! Hi=WArW-! 
L=WAW-! LT=WA*W-! (6-126) 


HTH++yLTIL = WAW- WAW! ++ WAW WAW 
Y h 

= WALA,W- l+ WAAW 一 
W(AZA, + yATA DW `) 


6-127 
我 们 将 式 (6-126) 和 式 (6-127) 代 到 式 (6-124) 中 ， 即 可 得 到 : | 
W(AIA, +yATAUW ff = WALW g (6-128) 
首先 在 上 式 两 边 同时 左 乘 W!， 可 得 : x 
| (A* An +A ANW E = AW lg (6-129) 


注意 当 人 ,A%A, 和 AYA. ENAERE, LAFAR EW W g 的 相关 元 
素 之 间 一 一 对 应 的 关系 。 
利用 例 6.26 的 结果 ， 我 们 可 以 写成 : 
AA, = N:|a, y) 和 AA, = Nolia 
其 中 1Eu,v)P 是 第 阵 L 的 传 里 叶 变 换 。 然 后 利用 例 6.25 的 结果 ， 可 以 写成 : 
W-if = F(u,v) 和 W-!g = G(u,v) 


最 后 ,将 A 用 式 (6-99) 中 所 定义 的 式 子 代替 ， 则 式 (6-129) 束 变 成 : 


N2 iuo + Ew oF | FG.) = NÂ” (u, v)Â(u, v) > 
1 HH:* (u. v)Ĝ(u, v) 


Ê 
(u: o= N ifu o? + ino)? 


(6-130) 253 


6.39 Wiener KRFA RA ERRER RIHAR EEN 


这 两 种 滤波 器 看 起 来 相似 〈 参 见 式 (6-47) 和 式 (6-118))， 但 是 它们 有 很 多 的 不 同 之 处 : 
1) Wiener ik ERRIRE FA REAMER HAE EAEE. 而 加 约束 
的 矩阵 逆 滤 波 器 仅仅 处 理 一 幅 图 像 并 附加 约束 下 求解 。 


w 
+. 
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2) Wiener 滤 波 器 基于 的 假设 是 已 知 频谱 密度 的 随机 场 是 齐 次 的 。 而 加 约束 的 矩阵 逆 滤 波 
占 的 假设 是 我 们 仪 仅 知道 噪声 的 某 些 统计 性 质 。 
在 加 约束 的 矩阵 复原 方法 中 ， 不 同 的 滤波 器 构造 可 以 通过 对 同一 个 公式 简单 地 改变 平 背 
标准 来 得 到 。 例 如 ， 一 个 标准 可 以 是 在 所 有 位 置 最 小 化 一 阶 导 数 的 平方 和 ， 而 不 是 二 阶 导 数 。 
与 式 (6-117) 惟 一 的 差别 只 在 矩阵 L 上 。 





对 一 个 向 量 求 导数 ， 





° |M: 
atra of rb 
= a ffl — =b 
of of 


假如 向 量 a，b 和 f 都 是 Nx 1 的 ， 那 么 ， 我 们 有 


























a1 
C2 
fla= (fi fo ... fN) . = fıaı + faz +... + fNaN 
GN 
直接 代入 就 有 
afTa 
of a 
afra _ |ar| |2] oa 
of — . x of 
ƏfTa AN 
ƏfN 
同 理 
b'f =b fi +b fa +... + bs fN 
则 
8bT £ 
8 f: bi | 
abrf _ | F |_|” abzf _ 
of : of 
abTf bN 
Dj 


例 6.24(B) 如 果 f 是 一 个 Nx 1 的 向 量 ，4 是 一 个 N x N 的 矩阵 ， 试 证 明 : 


ƏfT Af 
of 


利用 例 6.23 的 结果 我 们 可 以 很 容易 看 到 : 


= (A + AT)f 


， 本 
; a aa ii aia a w. ETa w os 
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ARIA 


OLERTIA TAFFA A ERRER., ) 


3 时 所 定义 的 


3 x 3 的 图 像 G 相 对 应 的 列 向 量 ，W” 是 例 6.18 中 当 N 


[= 
HI 


如 未 g 是 与 一 由 


例 6.25(B) 


A 


8 和 古 图 像 C 的 离散 传 里 叶 变 换 G 。 


和 矩阵， 则 向 量 W 


假设 





那么 


~ 
-站 站 让 Piia 


RAR 


-站 证 训 计 于 证 让 


o lo lo o lo vhi 


e kj 
am niea š 


iiipin 


I i 
b o ° lo lo lo lo lo 


-外 让 外 让 Tiba 


o l o l lo lo lo 1 


- -时 下 站 站 让 


„init -中 中 Pit 


Sn。 


Pi +i 


lo lo 


"| mi m m| r m r e w— 


， 那 么 矩阵 就 可 以 简化 ， 于 是 


2nj 
y 4 


=e" -1 和 。 


3 


2nj 
3 





HAK kl H e 


可 以 得 到 : 


x -中 外 外 中 -中 可 


g = 


= 
| 
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ol v 
FE paq. 
| 
vh b v ol 
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256 仔细 分 析 该 向 量 的 所 有 元 素 ， 我 们 发 现 它们 其 实 是 G 的 傅 里 叶 变 换 在 频率 (x, v) 取 不 同 值 
时 的 分 量 ， 其 中 x = 0,1,2， 而 v= 0, 1,2, Bp: 


G(0,0) 
G(1,0) 
G(2,0) 
G(0,1) 
G(1,1) 
G(2,1) 
G(0,2) 
Ĝ(1,2) 
Ĝ(2,2) 


这 就 证 明了 向 量 多 g 以 列 商量 的 形式 生成 了 C 的 傅 里 时 变换 。 


例 6.26(B) 证 明 如 果 A 是 如 式 (6-99) 定 义 的 矩阵 ， 那 么 A 人 A 是 一 个 对 角 和 矩阵 ， 并 且 沿 对 角 线 其 


A a k 
第 k 个 元 素 值 是 N? | H(k,,k P, HP k = kman ki [5]. 
由 式 (6-99)A 的 定义 ， 可 以 写成 : 
NH(0,0) 0 0 ... 0 
0 NH(1,0) 0 ... 0 
A = 0 0 NH(2,0) ... 0 
0 0 0 ... NÊ(N-1,N —1) 
那么 
NH*(0,0) 0 | 0 ... 0 
0 NH'*(1,0) 0 ... 0 
A* = 0 0 NH*(2,0) 0 
257 | 0 0 0 NËN -1,N-1) 
显然 
/ NIH 0 0 
0 NIH(1,0)| 0 , 
A*A= 0 0 NIH(2,0) 0 
: : : I : o 
0 0 0 ... NIH(N -1,N - 1)| ° 


° 
e 
| 
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B6.9 ”为 什么 拉 格 朗 日 乘 数 方法 是 可 行 的 ? 


假定 我 们 希望 同时 满足 下 面 两 个 方程 : 
f(x,y)} = 0 
g(xz,y) = 0 (6-131) 


我 们 假设 在 (x, y) 平 面 中 的 4 点 满足 式 (6-131) 中 第 一 个 方程 ， 在 8 点 满足 第 二 个 方程 ， 
那么 对 于 同一 个 (x, y) 值 不 可 能 同时 满足 上 面 两 个 方程 。 我 们 希望 在 该 平面 上 找到 一 个 C 
点 ,使 该 点 是 不 满足 上 面 两 方程 的 最 小 折 表 点 。 该 点 的 位 置 取决 于 当 分 别离 开 4 点 和 BB 所 
Et, fE, y) 和 g(x, y) 的 值 从 0 开始 变化 的 快慢 。 


i 
y 


pn .. AAA i 
flx,y) 的 等 高 线 轮 亡 T J 
` _ 


ee 
s g(x, y)ÉI SF a ER pe 80 








我 们 来 分 别 孝 虑 围绕 4 点 和 B 点 的 等 高 轮廓 线 。 当 轮廓 线 越 远 离 A 点 时 ， 函 数 忠 zx, y) 
的 值 越 大 ， 同 样 当 轮廓 线 越 远离 B 点 时 ， 函 数 lg(x, y)| 的 值 也 越 大 。 使 Kx, ye, yA 
值 都 尽 可 能 小 (最 小 偏差 的 约束 要 求 是 Ifx, y)|=lg(x,y)=0) 的 C 点 ， 它 一 定 在 4 的 某 条 毗 
离线 与 B 点 某 条 轮廓 线 刚好 接触 且 两 线 没有 相交 的 位 置 。 当 这 两 条 曲线 刚好 相 接 触 时 ， 
它们 的 切线 是 平行 的 。 假 设 沿 曲线 f= 常数 的 切 向 量 为 Vf, 沿 曲线 g = 常数 的 切 辣 量 为 Vg。 
这 两 个 切 向 量 必须 最 大 程度 地 满足 约束 条 件 ， 它 们 不 需要 有 相等 的 数量 级 ， 而 只 需要 有 
相同 的 方向 就 够 了 。 因 此 ， 我 们 说 C 点 是 由 方程 Vf= nVg 的 解 ， 其 中 4 是 由 两 个 向 量 的 不 
同 数 量 级 所 确定 的 常数 。 也 就 是 说 ， 同 时 满足 式 (6-131) 给 出 的 两 个 方程 的 解 实际 上 就 是 
玉 列 微分 方程 的 解 : 

Vf + [Vg = 0 


其 中 4 是 拉 格 朗 日 乘 数 ， 即 一 个 任意 的 常数 。 
EO 
° 例 6.27 通过 复原 一 幅 运 动 模糊 的 图 像 ， 说 明 在 实际 中 如 何 应 用 约束 矩阵 的 逆 。 
为 了 将 式 (6-117) 所 给 出 的 滤波 器 应 用 到 图 6-7a 中 的 模糊 图 像 ,我 们 必须 首先 定义 表示 约束 
的 矩阵 Lu,v) 。 


oo 
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根据 例 6.19 的 步骤 ， 我 们 可 以 看 到 和 矩阵 LGi, 帮 是 具有 如 下 所 示 结 构 的 一 个 习 x 入 的 矩阵 ， 
为 了 得 到 每 个 位 置 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 值 ， 我 们 必须 用 箱 阵 L(i, 站 乘 以 一 个 N x N 的 图 像 。 


N- 1 个 Nx he fir HH 8: 





-L 








N-1I 个 wxN | ° ° 
单位 矩阵 É 。 。 > 
| | ` 
矩阵 元 具有 下 面 的 形式 : 
NA-3 个 0 
-4 1 0 0 0 1 
1 -4 1 0 0 0 
0 1 -4 1 0 0 
_ 0 0 1 -4 0 0 
L = 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 O -4 1 
1 0 0 0 1 —4 


为 了 构造 所 需要 的 核 ， 我 们 必须 取 和 矩阵 L 的 第 一 列 ， 做 卷 绕 操作 形成 一 个 N x N 的 矩阵 。 
矩阵 L 的 第 一 列 包括 矩阵 二 的 第 一 列 元 素 (N 个 元 素 ) 和 N- 1 个 大 小 为 N x N 的 单位 矩阵 的 第 一 
列 。 我 们 必须 把 这 入 个 元 素 按 列 顺序 写成 一 个 Nx NiFJEEBREL', BD 


1 

0 
L= 
0 
1 


1 
0 
0 


0 
0 


1 ... 
0 ... 
0 ... 


0 ... 
0 ... 


ť. m 


0 
0 


它 就 是 出 现在 约束 拭 阵 逆 滤波 器 中 的 矩阵 的 傅 里 时 变换 。 
现在 我 们 来 利用 式 (6-100) 计 算 当 N = 128 时 的 傅 里 叶 变换 ， 假设 这 个 变换 的 实 部 和 庶 膏 分 


UEL (m, n3IL,(m, n), T+ 


Em ni? = Li(m,n) + L2(m,n) 
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ARAR 
将 传递 图 数 (6-33) 代 入 到 式 (6- 117) 中 就 可 以 获得 我 们 将 要 用 到 的 滤波 器 的 传递 函数 ， Ël!: 
ss re i 
ir sin Ze N ei Wri) 


M(m,n) = a 
N seria +y (2(m,n) + L3(m, n) 


tp sin 


注意 当 m = 0 时 ， 我 们 需 用 下 列 公式 : 


l | 
M CREP OONA. SEE A i 
O B) = wr Tt 其 中 0<n<N-l 


就 像 在 Wiener 滤 波 情形 所 做 的 那样 ， 我 们 可 以 计算 出 原 图 像 的 传 里 叶 变 换 的 实 部 和 虚 部 


分 别 为 : 
ansa ] iT sin #m sin ram [Gi(m,n) cos WE — G2(m, n) sin or dom Em 
m,n)=— -5i 了 
N sin? iram + y (L? (m,n) + L2(m,n)) i+ sin” vy 
1 ¿Tr sin = sin LE [Gi(m, n) sin ue mm + G2(m, n) cos ==: 
F> (m, 
Aun ni a + y (L? (m,n) + L2(m,n)) i+ sin? sZ 


当 0<m < N-1 且 0 <n< N-1 时 这 些 等 式 是 成 立 的 。 但 是 当 m = 0 时 ， 我 们 需 用 下 列 等 式 : 
1 G1 (0, 7n) 
MOn = HiT UTO m Ain) 


z _ 1 G2(0, n) 


如 果 我 们 对 函数 Fi(m ,nn) 和 F2(m ,n) 作 为 实 部 和 虚 部 进行 傅 里 叶 逆 变换 ， 就 得 到 了 复原 后 的 
图 像 。 对 图 6-7b、6-8a 和 6-8c 的 复原 结果 在 图 6-11 中 给 出 。 注 意 7 的 不 同 取 值 ， 即 ， 不 同 程度 





的 平滑 必须 应 用 到 噪声 程度 不 同 的 图 像 中 。 261 
a) 对 图 6-7b( 模 糊 图 像 ) 取 x b) 对 图 6-8a (模糊 且 有 高 斯 c) 对 图 6-8c (模糊 且 有 高 斯 
= 0.001， 通 过 对 约束 年 阵 噪声 (ac = 10)) 取 y = 0.05， "(o = 20)), Huy = 0.1, 
求 逆 复原 通过 约束 算 阵 求 逆 复 原 通过 约束 矩阵 求 逆 复 原 
@ 
图 6-11 JH2J30OREEBJ3EEDJ J OS E JP ° 


而 
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6.40 本 章 要 点 


本 章 主 要 探讨 了 用 来 更 正 ( 即 复原 ) 图 像 的 受 损 数据 的 几 种 方法 。 图 像 的 复原 问题 要 求 
知道 关于 原始 信号 或 者 图 像 场 景 的 先 验 知识 ， 在 这 一 方面 ， 图 像 的 复原 问题 不 同 于 图 像 的 增 
强 问 题 。 图 像 的 几何 复原 要 求 已 知 一 些 参考 点 的 准确 位 置 。 

图 像 的 灰 度 复原 要 求 退 化 噪声 、 模 糊 过 程 和 原始 图 像 本 身 的 某 些 统计 性 质 的 知识 。 通 常 ， 
我 们 会 忽略 对 原始 图 像 本 身 统计 性 质 的 知识 要 求 ， 而 只 是 在 解 上 附加 一 些 空间 平滑 约束 ， 这 
主要 是 基于 “世界 很 大 程度 上 是 平滑 的 ”这 一 启示 的 。 对 退化 过 程 和 未 退化 图 像 选 择 合理 的 
模型 后 ， 就 可 以 对 这 个 复原 原始 图 像 值 的 问题 求解 。 

当 图 像 的 复原 问题 是 非 线 性 时 ， 该 问题 就 变 的 很 困难 ， 但 我 们 可 以 借助 局 部 或 者 全 局 的 
最 优 方法 来 解决 。 不 过 ， 如 果 假 设 退 化 过 程 是 线性 移 不 变 的 ， 并 且 把 要 求 的 解 仅仅 限制 在 线 
性 解 范畴 内 ， 也 可 以 找到 形 如 卷 积 滤波 器 的 简单 解 。 对 于 同一 幅 沿 水 平方 向 运动 模糊 的 图 像 ， 
图 6-12 归 纳 了 通过 不 同 复原 方法 得 到 的 结 朱 。 





a) 原始 图 像 b) 用 逆 滤 波 器 复原 ， c) 通过 Wiener 滤 d) 通过 约束 矩阵 求 
其 中 忽略 掉 滤波 器 波 复原 逆 复 原 
传递 函数 的 第 一 个 
零点 以 后 的 全 部 项 


图 6-12 


a yaspa m ser ` ` —— aaaea t: e e- 


第 7 章 “图像 分 割 和 边缘 检测 


7.1 本 章 概述 


本 章 主要 介绍 一 些 图 像 处 理 的 方法 ， 利 用 这 些 方法 ， 可 以 为 机 器 视觉 系统 做 好 图 像 的 预 处 
理 。 这 些 方法 包括 图 像 分 割 (image segmentation) 和 图 像 的 边 绊 检测 (edge detection), E 
的 目的 是 从 一 幅 图 像 中 提取 信息 ， 使 得 输出 图 像 所 包含 的 数据 要 远 远 少 于 原始 图 像 的 数据 ， 
但 是 与 丢掉 的 数据 相 比 ， 这 些 少 量 数据 所 包含 的 信息 却 与 机 器 视觉 系统 的 模块 有 更 大 的 相关 
性 。 


7.2 图 像 分 割 和 边缘 检测 的 目的 是 什么 


图 像 分 割 和 边缘 检测 的 目的 是 在 一 幅 图 像 中 提取 不 同 区 域 的 轮 廊 ; 这 就 是 ， 将 图 像 分 割 
成 不 同 的 区 域 ， 每 个 区 域 都 是 由 大 致 相同 的 像素 组 成 。 例 如 ， 这 些 区 域 可 能 有 相同 亮度 或 者 
相同 的 颜色 ， 说 明 这 些 区 域 属 于 同一 个 物体 或 者 一 个 物体 的 一 部 分 。 | 


7.3 如何 将 一 幅 图 像 分 成 一 些 统一 的 区 域 


最 简单 的 方法 之 一 就 是 利用 直方 图 和 阅 值 (thresholding )。 如 果 将 具有 特定 灰 度 值 的 像素 
的 个 数 和 该 灰 度 值 描绘 在 坐标 上 ， 就 可 以 得 到 该 幅 图 像 的 直方 图 。 对 直方 图 适当 地 进行 标准 
化 ， 则 直方 图 实质 上 表示 菏 一 个 灰 度 级 出 现 的 概率 密度 函数 。 假 定 有 一 幅 图 背景 是 深 色 的 ， 
其 中 有 一 个 浅 色 的 物体 ， 我 们 要 从 这 幅 图 像 中 提取 出 该 物体 ， 对 于 这 幅 图 像 来 说 ， 它 的 直方 
图 将 有 两 个 峰 ， 在 两 峰之 间 有 一 个 合 。 

我 们 可 以 选择 直方 图 的 谷 对 应 的 灰 度 值 作为 阔 值 ， 在 图 7-1 中 用 m 来 表示 ， 并 且 将 所 有 灰 
度 值 高 于 的 像素 标记 为 物体 像素 ， 将 所 有 灰 度 值 低 于 to 的 像素 标记 为 背景 像素 。 
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图 7-1 在 一 幅 深 色 背 景 中 包含 浅 色 物体 的 直方 图 
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7.4 给 图 像 加 “标记 ”有 什么 意义 


当 我 们 说 从 一 幅 图 像 中 提取 出 一 个 物体 时 ， 意 思 就 是 说 把 组 成 该 物体 的 像素 看 成 一 样 的 。 
为 了 表达 这 种 信息 ， 我 们 给 出 一 个 与 原 图 像 同 样 大 小 的 数组 ， 给 每 个 像素 赋予 一 个 标记 。 组 
成 物体 的 所 有 像素 有 相同 的 标记 ， 同 样 ， 组 成 图 像 背 景 的 所 有 像素 被 赋予 另 一 个 标记 。 这 个 
标记 通常 是 一 个 数字 ,但 也 可 以 用 其 他 符号 ， 比 如 说 一 个 字母 或 者 是 一 种 颜色 。 它 本 质 上 古 
一 个 名 称 ， 仅 仅 具 有 象征 性 的 意义 ， 因 此 ， 这 些 标记 不 能 看 作 是 数 ， 我 们 不 能 用 处 理 灰 度 图 
像 的 方法 来 处 理 标记 图 像 。 通 常 ， 标 记 图 像 可 以 看 作 表 示 了 每 个 像素 所 属 的 类 别 的 分 关 图 像 


(classified image ) 。 
7.5 当 直 方 图 的 谷 不 是 很 明显 时 如 何 处 理 


如 果 一 幅 图 像 的 直方 图 的 谷 不 是 很 明显 时 ， 这 就 意味 着 有 些 背 景 像素 的 灰 度 值 与 物体 像 
素 的 灰 度 值 相同 。 这 些 像素 特别 容易 在 物体 的 边缘 附近 出 现 ， 这 些 像素 比较 模糊 ， 没 有 明显 
的 定义 。 我 们 可 以 用 涪 后 阅 值 法 (hysteresis thresholding) 来 处 理 这 些 像素 ， 所 谓 滞后 同 值 法 
是 指 我 们 在 谷 的 每 边 选 用 一 个 阐 值 ( 见 图 7-1)， 也 就 是 选择 两 个 闪 值 ， 而 不 是 一 个 国 值 。 

两 个 图 值 中 的 较 大 的 被 用 来 定义 物体 的 “确实 的 中 心 >， 较 小 的 用 于 区 分 这 些 像素 的 位 站 
上 的 相 邻 美 系 ， 只 有 当 像 素 的 灰 度 值 大 于 较 小 的 阔 值 和 小 于 较 大 的 阔 值 ， 并 且 与 其 相 邻 的 像 
素 确 实 是 物体 像素 时 ， 该 像素 才能 标记 为 物体 像素 。 

图 7-2 表 示 了 在 深 色 背 景 下 有 一 个 浅 色 物 体 的 图 像 ， 以 及 它 的 直方 图 。 图 7-2c 显 示 了 利用 
单 冰 值 分 割 出 来 物体 ， 同 时 直方 图 中 标 出 了 该 冰 值 :的 位 置 。 图 7-24 显 示 用 两 个 辣 值 分 割 出 来 
的 物体 ， 同 时 直方 图 中 标 出 了 这 两 个 国 值 4 和 的 位 置 。 
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a) 原 图 像 b) 图 7-2a 的 直方 图 





c) Ér = 91 d) 国 值 h = 68 和 ts = 100 


图 7-2 JHH KURSI IRA ZE 


忆 之 ， 我 们 尽 可 能 用 一 种 优化 的 方法 选择 全 局 闵 值 ， 尽 管 我 们 知道 采用 这 种 方法 一 定 会 
错 分 一 些 像素 ， 但 可 以 尽 可 能 使 错 分 的 像素 个 数 最 少 。 


7.6 如 何 最 小 化 错 分 像素 的 数目 


如 果 我 们 有 关于 物体 和 背景 的 像素 灰 度 值 分 布 的 先 验 知识 ， 则 可 以 使 错 分 的 像素 数 最 小 。 
例如 ， 如 果 我 们 知道 物体 在 整个 图 像 区 域 中 所 占 的 百分比 是 0， 那么 ，9 就 表示 一 个 像素 属于 |267 
物体 像素 的 先 验 概率 。 显 然 ， 背景 所 占 百 分 比 为 1- 06， 表示 一 个 像素 有 1~ 9 的 概率 属于 背景 像 
素 。 我 们 可 以 选择 国 值 使 得 指定 为 物体 的 所 有 像素 数 与 全 部 像素 数 的 比 刚 好 是 0。 这 种 方法 叫 
做 p-tile 法 , 进一步 假设 ， 如 果 我 们 知道 了 属于 物体 的 像素 和 属于 背景 的 像素 的 灰 度 值 的 概率 密 
度 函 数 ， 就 可 以 选择 合适 的 装 值 使 误 老 最 小 。 


B7.1 关于 带 参数 的 积分 的 微分 。 
假设 带 参 数 的 积分 7( 入 )( 其 中 入 为 参数 ) 定义 如 下 : 


(à) 
I(A) = Í. f(x; A)dz 


关于 参数 1 的 微分 公式 通过 下 式 给 出 ， 这 就 是 著名 的 菜 布 尼 兹 法 则 (Leibnitz rule): 


a) Əf(z; À) 


dA) ñ 
CA (0) + | Ada 


dI(À) dO) 
一 全 = SA OANA) 一 





(7-1) 


7.7 ”如何 选择 最 小 误差 阅 值 


假设 我 们 知道 物体 和 背景 像素 分 布 的 概率 密度 函数 分 别 为 po(X) 和 pb(x)。 
如 果 选 择 的 阔 值 为 ! ( 见 图 7-3)， 将 一 个 物体 像素 当 作 背 景 像素 进行 分 类 时 ， 误 分 的 概率 


为 : 
t 
J po (z )dz 
同样 ， 将 一 个 背景 像素 当 作 物体 像素 进行 分 类 时 ， 误 分 的 概率 为 : 
x 十 ce 
J po(x)dz 
t 
K AJIS12.. RoR E EERI A NA RE 9; E ARR T ER. ME 


一 步 假设 ， 物 体 的 像素 所 占 的 比例 为 9， 则 图 像 背景 的 像素 所 占 的 比例 为 1 - 8， 于 是 总 的 误 
差 为 : x bs 


t 十 ee 
E (t) = JI po(zjdz + (1 — D Í p (z)dz 
— | t (7-2) 


p(x) 
p, (x) 
p (x)+p,G) 


p.(x)+p,(x) 
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00 


图 7-3 ”物体 像素 值 的 概率 密度 函数 (p(x)) 和 图 像 背 景 像素 值 的 概率 密度 函数 (ps(7*))。 
如 果 我 们 将 一 幅 图 像 的 直方 图 标准 化 ， 可 以 得 到 其 积分 和 为 1 
移 择 ! 使 得 ECD 最小， 首先 对 E(D 求 关于 :的 微分 (见方 框 B7.1)， 然 后 令 它 为 零 
E 
E = polt) — (1 ~ 0)p lt) =0> 
p, (t) = (1 — O)po(d) (7-3) 
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。 例 7.1(B) 由 式 (7-2) 推 出 式 (7-3)。 

我 们 利用 式 (7-1) 给 出 的 菜 布 尼 兹 法 则 对 式 (7-2) 给 出 的 E(D 求 微分 ， 可 以 得 到 参数 和 和 1 的 对 
对 于 第 一 个 积分 : 

a( 入 ) 一 -% (一 个 常数 ， 其 微分 为 零 ) 

bÀ) >t 

fapa) 〈 与 要 微分 的 参数 :无 关 ) 
对 第 二 个 积分 : 

a(k)—t 

bA- (一 个 常数 ， 其 微分 为 零 ) 

He 入 )~>Ppo00 (BERUR) 


i E i 


BR 2-2) + 2 AA 213 
于 是 ， 可 以 得 到 式 (7-3)。 
例 7.2 图 像 中 物体 和 背景 像素 灰 度 值 的 分 布 由 以 下 的 概率 密度 函数 给 出 : 
p) = I z |a? — (z — b)°] b-a<zr<b+a 


0 其 他 


其 中 ， 对 背 悬 来 说 ，a=1, 5=5， 对 物体 来 说 ，a=2, b=7。 在 平面 坐标 上 描绘 出 这 两 个 
分 布 的 图 形 ， 并 确定 阅 值 的 变化 范围 。 


pG) 
0.8 
0.6 


0.2 





0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ibili ÈB 
rr 


x 


阐 值 的 变化 范围 : 5<t<6 


例 7.3 假如 图 像 中 物体 像素 在 整 幅 图 像 中 所 占 的 比例 为 对 例 7.2 中 的 问题 ， 试 确定 阔 值 ， 
使 得 错 分 的 像素 最 少 。 | 


将 下 式 代 入 式 (7-3) 
8 1 
| = 9 = 1-0 = 9 
p (t) = (一 —24+10) po(t) = Sot — 45 + 14t) 
可 得 : 
1 3,_ 2 _ -8 3 2 
5 IC -24+10)= s ss (t 45 + 14t) > 


D . 
—24 + 10t = —45 十 14 > 4t = 21 > t = m = 5.25 


214 . £ 7 È 
例 7.4 图 像 中 物体 和 背景 像素 灰 度 值 的 分 布 由 以 下 的 概率 密度 图 数 给 出 : 
| Z. cos ENT z —a<z<zro +a 

0 


其 他 


其 中 ， 对 物体 来 说 ，x = 1, a = 1， 对 背景 来 说 ，mi = 3, a = 2。 在 平面 坐标 上 描 给 出 这 两 
个 概率 密度 函数 的 分 布 图 形 。 假 如 图 像 中 物体 像素 占 了 总 像素 的 三 分 之 一 ， 试 通过 最 佳 国 什 
的 方法 ， 确 定 物体 像素 被 错 分 的 百分数 。 


p(z) = 


p(X) 
1.0 


0.6 


0.2 





WARISE: 1 <t<2 








应 用 式 (7-3) 得 : 
1 
0 = 3 = 1-—0= 3 
polz) = + cos (z =" (z) = = cos (z -3 
式 (7-3) 变 为 : 
1 nm -br 27 _ (t— 3)" 
272 3 4 3 8° 4 


t—1 t—3 
o> 


(t— Dr _+ (t — 3)z 


kawa 4 


首先 考虑 Dn. -于 一 21-2-1-3 一 1= -1。 这 个 值 超出 了 可 以 接受 的 阔 值 范围， 
所 以 这 个 解 没有 意义 ， 干 是 : | 


(Dr (—3)x _ 5 
— 7 4 > 2t — 2 = tit3>3=5>t=3 


这 就 是 最 小 误差 下 的 阐 值 ， 由 图 像 中 所 有 灰 度 值 大 于 = 的 物体 像素 确定 了 物体 错 分 像素 
的 比例 。 如 末 定 义 一 个 新 的 积分 变量 y = x- 1， 可 得 : 


2 1 in ZZ 
J Tes ea = Z Í cos Z dy = 2 2 
§ 4 2 4 3 2 








lyn .TV 1l . _1 V3 
-3 (ng snd) = 30 -sn00) = 3 (1- 3 


-221 _ na = 0.075 = 7.5% 





7.8 ” 当 物 体 和 背景 像素 是 正 态 分 布 时 的 最 小 误差 阅 值 是 什么 


假设 图 像 中 组 成 物体 的 像素 服从 正 态 分 布 ， 其 均值 为 。， 标 准 方差 为 0。， 同样 假设 背景 的 
像素 也 服从 正 态 分 布 ， 其 均值 为 赂 ， 标 准 方差 为 cy: 








1 (z — ho) 
po (z) V2rco eb - 202 | 
1 _ (z - m)? | 
me) Jho T | 20; | l (7-5) 








II 


将 上 式 代 入 式 (7-3) 可 得 : 


1 (t — po) _ 
|- 202 |-a-9282 9 


“| 和 + regt- 1-00 








_ (t — a) ea) 


202 202 0 > 


_ (t — pa), (# — m) -m [217] > 
o 48 


202 ` 2o? 0 
(Ë + p — 2tup)a? — (t? + p? — 2uot)o? = 2020% In É | = 
o 1 0 | 
(02 — o2)Ë + 2(—Io2 + Hoct)E 十 Ac2 一 Joop — 20202 ln = i = 0 41-6) 
这 是 关于 的 二 次 方程 。 一 般 来 说 ， 除非 这 两 个 正 态 分 布 有 相同 的 标准 方差 ， 否 则 这 个 方 
程 有 两 个 解 。 假 设 w= 四 ， 上 述 的 表达 式 具 有 下 列 的 形式 : 


1 一 0 
2(po — p)ožt + (B18) — 2041n ( 134) =0> 
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2 —_ _ LA 





t= o? = 
8 2 (7-7) 


这 就 是 误差 最 小 下 的 阔 值 。 
7.9 式 (7-6) 的 两 个 解 的 意义 是 什么 


"Mo, o 时 ， 式 (7-6) 的 二 次 项 不 为 零 ， 就 存在 两 个 阐 值 ， 分 别 为 5 和 扎 。 可 以 证 明 这 两 个 
阔 值 分 布 在 最 陡 的 分 布 峰 的 两 边 。 假设 最 陡 的 分 布 峰 刚好 反映 的 是 物体 像素 的 分 布 ( 见 图 7-3)， 
于 是 ， 正 确 的 阐 值 化 应 该 是 刚好 将 所 有 灰 度 值 满足 < x < 2 的 像素 标记 为 物体 像素 。 

第 二 个 益 值 表示 较 平 坦 的 分 布 有 一 个 长 长 的 尾部 ， 灰 度 值 满足 z > 2 的 像素 大 多 数 情况 下 
属于 带 有 长 长 的 尾部 的 较 平坦 的 分 布 ， 而 不 是 属于 较 陡 的 分 布 。 
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例 7.5 A B1R7-4a49 aA REREH JH CRRI [Lx Bé RR. 


图 7-4d 显 示 出 利用 最 佳 阔 值 化 方法 对 图 7-2a 所 示 的 图 像 阔 值 化 后 的 结果 。 首 先 ,直方 图 
中 两 个 主要 的 峰 看 作 是 等 同 的 ， 于 是 选择 一 个 高 斯 分 布 与 直方 图 左边 的 峰 相 匹配 ， 高 斯 分 布 
的 标准 方差 可 以 通过 反复 试验 得 到 ， 这 样 的 话 ， 可 以 得 到 一 个 最 佳 的 匹配 。 之 所 以 首先 选择 
左边 的 峰 来 匹配 ， 是 因为 这 个 峰 比较 平坦 ， 所 以 应 该 有 最 长 的 尾部 ， 而 这 个 尾部 对 于 其 他 分 
布 的 峰值 有 作用 。 一 日 第 一 个 峰 匹配 好 之 后 ， 从 直方 图 减 去 用 来 匹配 的 高 斯 函数 的 值 。 假 如 
相 减 后 的 结果 是 个 负数 ， 就 令 这 个 结果 为 零 。 图 7-4a 显 示 了 整个 直方 图 ， 图 7-4b 显 示 用 高 斯 
分 布匹 配 第 一 个 峰 后 的 直方 图 ， 其 中 高 斯 分 布 的 均值 和 标准 方差 分 别 为 We = 50 和 ov = 7.5。 
图 7-4c 显 示 除 去 高 斯 分 布 后 剩 下 的 直方 图 ， 定 义 负 值 为 零 ， 并 用 另 一 个 高 斯 分 布 来 匹配 剩 下 
的 直方 图 ， 其 均值 和 标准 方差 分 别 为 ks = 117 和 os = 7。 两 个 高 斯 分 布 的 振幅 分 别 为 4。 = 
20477 和 As = 56597。 通 过 积分 这 两 个 匹配 函数 ， 可 以 估算 出 6 的 值 ， 也 就 是 物体 像素 所 占 的 
比例 。 
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在 这 个 例子 中 ， 我 们 估算 出 9 = 0.272， 将 这 值 代入 式 (7-6) 可 得 两 个 解 分 别 为 = -1213 和 
h = 74。 图 7-4d 表 示 利 用 阔 值 2 对 原 图 像 7-2a 阔 值 化 后 的 结果 。 经 过 阔 值 化 后 ， 我 们 还 想 检验 
两 类 像素 的 分 布 是 不 是 和 所 假设 的 分 布 一 致 。 图 7-4e 和 图 7-4f 分 别 表示 在 高 斯 假设 下 物体 像 
素 和 背景 像素 的 直方 图 。 根 据 这 两 个 直方 图 ， 我 们 能 设计 出 一 种 迭代 算法 来 估计 每 类 新 修正 
的 参数 ， 然 后 利用 这 些 参数 来 定义 新 的 国 值 。 但 是 ， 我 们 不 能 肯定 这 种 运 代 算法 一 定 是 收 令 。 
还 有 ， 这 个 结果 比 通过 用 兆 后 冰 值 法 得 的 结果 要 差 。 这 表明 位 置 相 邻 标准 和 特征 相似 性 的 结 
合作 用 很 大 。 | | 
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a) 标记 了 基 佳 国 值 的 直方 图 b) 对 物体 像素 用 高 斯 模型 匹配 的 直方 图 
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c) 去 除 具 有 高 斯 分 布 的 物体 d) 用 最 佳 阔 值 法 阔 值 化 后 的 图 像 
像素 后 的 背景 像素 的 直 人 
方 图 ， 其 中 ， 背 景 像素 

同样 具有 高 斯 分 布 


š | | 
+ | 
é. ` 








e) 用 于 物体 像素 的 高 斯 模型 f) 用 于 背景 像素 的 高 斯 模型 
及 其 实际 的 直方 图 及 其 实际 的 直方 图 


图 7-4 EBREN = 74) 


例 7.6 图 像 中 物体 像素 的 灰 度 值 的 分 布 由 下 列 的 概率 密度 函数 给 出 : 


_ 1 zel) 
Pom Be ep ( sa 


背景 像素 的 灰 度 值 的 分 布 根据 下 列 的 概率 密度 函数 : 





oN 


218 


1 = 
= 一 一 exp | —— 
Db a J m 


如 果 Ho = 60, u, = 40 和 os = 10, os = 5， 并 且 已 知 物体 的 像素 占 整 幅 图 像 的 三 分 之 二 的 条 件 
下 ， 试 确定 使 得 错 分 率 最 小 的 国 值 。 





代入 式 (7-3) 
Ü _I—uo _ 1-0 Sm 
20, 2 
— jo t— co (1 — 0 
Go Tb 5b0 
| 
RUH 0 - (因此 1-8= a) o = 10,o,= $5， 于 是 
1 
pl al nis- —Inl=0 
Go Oh 5 x š 
可 得 下 列 的 情形 : 
° £ < Jb < Ho > thol = -t+pho BHH R- | = -ttm > 
Se + CHER = (O > (G, — co)t = Ho0b — Topp => t = HR > 
į — 60x5- -10x40 -> £ = 20 
“Up < t < pho => |t — hol = —t + Ho H t-al = t- => 
Hu + th E O = (Z, + o)t = Hooh + Opp > t = egiteen 
— 60x5 十 10x40 一 T0 = 47 > t = 47 
15 
* b < Ho < t > |t- uol = t-o H |t- m| = de = 
-te + EE = 0 = (oo 一 cot 三 com 一 Ho0b = t = ettek 


= Zéox5410x40 — = 20 < jo， 因 为 有 假设 1 > Ks。， 所 以 舍 去 
因此 ， 可 得 到 两 个 阔 值 ，m = 204 = 47。 


yY 
PO | pa) pox) 





0.8 


B] DE + 2 3 5 38 


只 有 把 灰 度 值 处 于 4 和 中 间 的 像素 作为 背景 的 像素 才能 


7.10 最 小 误 兰 冰 值 方法 的 缺点 是 什么 
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这 种 方法 有 些 缺 点 ， 首 先 ， 我 们 必须 知道 属于 物体 或 属于 背景 的 像素 的 先 验 概 率 ， 其 次 ， 
必须 知道 两 类 像素 的 分 布 。 通 常 ， 将 这 两 类 像素 的 分 布 近似 为 正 态 分 布 ， 但 是 即使 这 样 ， 我 


们 也 必须 估计 每 个 分 布 函数 的 Kx 和 o， 
7.11 是 否 有 一 种 可 以 不 依赖 于 物体 和 背景 像素 分 布 模型 的 方法 


Ostu 提 出 了 一 种 不 依赖 于 物体 和 背景 像素 的 概率 密度 分 布 模型 的 方法 ， 与 前 面 的 分 析 不 


同 ， 这 种 方法 是 直接 在 离散 域 得 到 的 。 


考虑 一 幅 有 LL 个 灰 度 级 的 图 像 及 其 标准 化 后 的 直方 图 ， 对 每 个 灰 度 值 x，p;: 表 示 x 出 现 的 频 
数 。 假 设 我 们 将 装 值 设 在 r*。 如 果 我 们 现在 要 处 理 在 深 色 背景 下 有 一 个 浅 色 物体 的 图 像 ， 那 么 


分 类 为 背景 像素 的 比例 为 : 
9) = Ym 
分 类 为 物体 像素 的 比例 为 : 
1_00= S p 
z=t+1 


背景 和 物体 像素 的 平均 灰 度 值 分 别 为 : 


ya TPr _ p(t) 


Di- Dz 0(t) 





Hb = 





— Dott1 TPr _ Ds Thz 一 sl Tpr _ H — u(t) 


Ho 一 -= — 
并 px 1 — 8(t) 1 — 0(t) 


这 里 我 们 定义 AD = Y Po 4 是 整 幅 图 像 的 平均 灰 度 值 ， 定 义 为 : 


L . 
u -一 Dl TPr 
一 L 
> rr-_1 Dz 


同样 ， 可 以 定义 由 选 定 的 阐 值 确定 的 两 个 总 体 的 方差 : 





t 2 t 
_, (z — 1 2 
o? = 2zi G po) Pr — 10 》、 (z _ b) p: 
2 z=1 Dz z=1 
L 2 j L 
_ 2 一 p 1 2 
o? = Lastri (Z — Ho) Pe Ho) Pz = 1 OG) >` (z — Ho) Dz 
Dstt1 Pr _ z=t+-1 


A 


(7-8) 


(7-9) 


(7-10) 


(7-11) 


(7-12) 


(7-13) 
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将 这 个 和 式 分 解 为 两 部 分 : 


t 
o? = > (z — n) pz + 5 (z — p) pz 
z=1 z=t+1 
因为 最 后 我 们 将 从 统计 上 定义 这 两 个 总 体 ， 所 以 在 每 个 和 式 中 加 上 并 减 去 相应 的 均值 : 
t 


L 
2 
oT = Y (z — m + — n) pz 十 5 (z — Ho + Ho — B) pz 
z=1 z=t+1 
t 


t t 
= >》 (z- m) pz t+ 2 (u — u) pz + 2 (2 - m)(m — A)pz 


z=1 T= 二 1 r=1 


L L L 
+ 》 (z—po) p+ X, (ho-u) ps +2 3 (z -— no)(#o— Hpz 


z=t+1 zr=t-F1 z=t+1 


接着 ， 利 用 式 (7-13)， 将 oz 和 oz2 代入 每 行 左边 的 两 个 和 式 ， 注 意 到 每 行 中 间 的 两 个 和 式 
可 以 通过 式 (7-8) 和 式 (7-9) 表 示 出 来 ， 因 为 4, 忆 和 必 是 常数 ， 不 依赖 对 变量 x 的 求 和 


t 
o7 = 0(t)o? + (us — n) O(t) + 2( — u) X (2 — po)ps 


z=1 


+(1 — 6(t))oo + (Ho — p) OCE) + 2(po — n) 人 z — jb)ps 
r=t+1 


这 两 项 的 和 为 零 ， 例 如 : 


ye- Ab)P = Yar - y jape = peð (t) — p00(t) = 


z=1 rz=1 


重新 安排 剩余 各 项 的 顺序 : 
o? = 0(t)o? + (1 — 0(t))o2 + (m — POI + (Ho — 1) (1 — 0(t)) 
依赖 于 类 内 方差 的 项 依赖 于 类 间 方 差 的 项 
= ow (t) + =p (t) (7-14) 


其 中 ，o2(D 定义 为 类 内 方差 ，o2(1) 定义 为 类 间 方 差 ， 显然 ，o7(?) 是 一 个 常数 。 我 们 项 
望 确定 ! 使 05() 尽 可 能 小 ， 也 就 是 所 创建 的 类 尽 可 能 密集 ， 同 时 使 os(1) 尽 可 能 的 大 。 假 设 
用 co2(0D 来 进行 选择 ， 也 就 是 选择 ! 使 o2() 最 大 。 我 们 将 几 和 Am 代入 as(D 的 定义 中 ， 其 中 心 和 
1 通过 式 (7-10) 和 式 (7-11) 分 别 给 出 ， 可 得 : 


E t DE) Fo 12 # 2 A 








4⁄1 
opt) = (po—p) 0(t) + (uo — 4) (1 — 0(t)) 
t 2 

aO -a| o + E - 中 (1 ed) 

_ [A -p00 [s n(t) -nut oH 
O(t) 1 — 0(t) 
[E -oP - 0] + Op + A 
0(t)[1 — 6(t)] 

_ [a( - n0(t)]° 

6(t)[1 — 0(t)] (7-15) 


这 个 函数 表示 图 像 平 均 灰 度 值 为 wb 的 类 间 方差 02(1) ， 只 要 知道 冰 值 所 对 应 的 直方 图 的 值 ， 
就 可 以 计算 出 acs(D) 值 。 


六 个 思想 是 ， 从 直方 图 左 端 开始 ， 通 过 计算 KD = Y ap. 和 90D = Y. p. 的 值 ， 并 将 


这 些 值 代入 式 (7-15)， 来 检验 每 个 灰 度 值 作为 使 03() 最 大 的 阔 值 的 可 能 性 。 直到 osa) 开始 
减少 ， 我 们 才 停止 检验 。 这 种 方法 可 以 确定 阔 值 使 得 o3(D) 最 大 ， 但 是 该 方法 的 假设 前 提 是 
函数 o2(D) 性 质 好 ， 且 只 有 惟一 的 最 大 值 。 


rr 


° 例 7.7 计算 图 7-2a 中 图 像 的 Otsu 半 值 ， 并 阔 值 化 该 图 像 。 


图 7-5a 表 示 当 ! 在 所 有 的 灰 度 值 范围 内 变化 时 ，cas(D 是 如 何 变化 的 。 at= 84h} , P 
ee 我 们 选择 这 个 1 来 阔 值 化 这 幅 图 像 ， 图 7-5b 表 示 其 结果 。 注 意 到 ， 这 

结果 与 经 验 阔 值 方法 结果 (图 7-2c) 相 比 没有 十 分 明显 的 奔 别 ， te DE LPIA 
R. 4d) 要 差 ， 比 通过 滞后 闵 值 法 获得 的 结果 更 差 。 ERAT 
KRAKER RIRE . 
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a) 对 应 1 的 G, (t) b) 利用 Otsu 法 阀 值 化 的 图 像 


图 7-$_Otsu 国 值 (+= 84) a 


= 
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7.12 oOtsu 方 法 有 缺点 吗 


是 的 ， 有 一 些 缺 点 : 

1) 尽管 这 个 方法 没有 对 概率 密度 函数 po(x) 和 ps(x) 做 任何 假设 ,仅仅 利用 均值 和 方差 表达 
了 这 两 个 概率 密度 函数 ， 因 此 ， 它 假设 了 利用 这 两 个 统计 量 足 以 表示 这 两 个 概率 密度 函数 ， 
但 是 事实 上 并 非 如 此 。 

2) 当 两 个 总 体 的 分 布 十 分 不 同时 ， 这 个 方法 将 会 失效 。 当 这 两 个 总 体 大 小 相差 很 大 
时 ，o2() 可 能 有 两 个 极 大 值 。 实 际 上 ， 正 确 的 极 大 值 不 必 是 全 局 的 最 大 值 ， 这 就 是 为 什么 
实际 操作 时 ， 通 过 检验 所 选 定 阅 值 对 应 的 直方 图 值 p,， 从 o2() 的 全 部 极 大 值 中 确定 的 正确 极 
大 值 实际 上 是 一 个 谷 ( 即 : p. < P ;pt < pw,)， 并 且 只 有 满足 这 个 条 件 时 ，! 才 能 作为 最 佳 阅 
值 。 

3) 上 面 提出 的 方法 以 直方 图 有 双 蜂 为 前 提 条 件 ， 即 ， 这 幅 图 像 有 两 个 类 。 当 图 像 中 的 类 
多 于 两 个 时 ， 这 种 方法 必须 修改 ， 以 确定 多 个 阐 值 。 这 种 方法 使 得 类 问 方 差 最 大 ， 而 类 内 方 
差 最 小 。 

4) 这 种 方法 将 图 像 分 为 了 两 类 ， 即 使 这 种 分 法 没有 任何 实际 意义 。 事 实 上 ， 当 一 幅 图 像 
在 变化 的 光照 条 件 下 ， 该 方法 不 能 被 直接 应 用 。 


7.13 如 何 对 在 变化 光照 下 所 获得 的 图 像 定 阔 什 


在 第 4 意 “ 图 像 增强 ”中 ， 我 们 知道 一 幅 图 像 从 本 质 上 说 就 是 反射 函数 r(x, y) 和 光照 函数 
i(x,y) 的 来 积 ， 其 中 反射 函数 r(x, y) 由 物体 可 见 表 面 的 介质 决定 : 
f(z,u) =r(z,y)i(z,y) 
文 样 ， 任 何 光照 的 空间 变化 都 会 引起 对 成 像 时 所 记录 下 的 反射 函数 乘 性 的 干扰 ， 我 们 可 
以 将 乘 性 干扰 转变 为 加 性 干扰 ， 假 如 对 图 像 取 对 数 : 
In f(x,y) = Inr(2,y) + lni(x, y) (7-16) 


于 是 ， 可 以 用 ln f(x, y) 的 直方 图 代替 fx, y) 的 直方 图 。 


7.14 如 果 可 以 根据 In Kx, y) 的 直方 图 来 定 图 像 的 阐 值 ， 是 否 可 以 根据 图 像 表面 
的 反射 性 质 来 定 阔 值 


这 个 问题 其 实 是 :根据 Inr(x, y) 和 lni(x, ») 的 直方 图 ，Inf(x, y) 的 直方 图 是 什么 ? 例如 ， 假 
如 ln f(x, 是 ln r(x, 力 和 ln i, y) 的 和 ， 我 们 有 理由 认为 In r, 力 和 ln ix, 人 是 从 重 达 中 分 离 出 
来 的 函数 ， 于 是 通过 阔 值 化 ln ftx, )， 就 可 以 确定 图 像 中 的 成 分 In ra, y)， 也 就 是 我 们 感 兴趣 

定义 新 的 变量 : 


z(x,y) = In f(x,y) 
 f(z,u) =lnr(z,y) 
i(z,y) = lni(z,y) 


kea ammin deg s Á s. 


因此 ， 式 (7-16) 可 以 写成 : 
z(x,y) = F(x,y) + i(z,1) (IT) 


假如 flx, y)、r(x, y) 和 i(x, y) 是 随机 变量 ， 那 么 z(x, y). F(x,y) A i(x,y) 也 是 随机 变量 ， 因 
此 这 个 问题 可 以 改 述 为 : 已 知 两 个 变量 的 直方 图 ， 这 两 个 随机 变量 和 的 直方 图 是 什么 ? 直方 
图 可 以 看 成 是 一 个 概率 密度 函数 ， 所 以 这 个 问题 可 以 改 述 为 : 已 知 两 个 变量 的 概率 密度 函数 ， 
两 个 随机 变量 和 的 概率 密度 函数 是 什么 ? 我 们 注意 到 一 个 随机 变量 的 分 布 函数 的 微分 就 是 这 
个 随机 变量 的 概率 密度 函数 ， 所 以 ， 这 个 问题 又 可 以 改 述 为 : 已 知 两 个 随机 变量 的 分 布 函数 
或 概率 密度 函数 ， 这 两 个 随机 变量 的 和 的 分 布 函数 是 什么 ? 在 (i,7) 空 间 中 ,， 式 (7-17) 表 示 由 
给 定 的 z 值 确定 的 一 条 直线 。 由 定义 可 知 : 283 


z 的 分 布 图 数 = P.(u) = z < u= P (z < u) 


图 7-6 在 阴影 半 平 面 中 ，z 小 于 u 


直线 F+i = u 将 平面 (i,7) 分 成 两 个 半 平 面 。 一 半 z > u， 另 一 半 z < u, z< u 的 概率 等 
于 (i,7) 的 概率 密度 函数 在 整个 z < u 半 平面 的 积分 ( 见 图 7-6): 


+oo u—i z | y 
p= J abad 
?一 一 DO V 7 二 一 Do 


其 中 ，p.,(7,i) 表 示 随 机 变量 ?和 i 的 联合 概率 密度 函数 。 
为 了 求 变量 z 的 概率 密度 函数 ， 我 们 对 P.(w) 关 于 u 求 偏 微分 ， 两 次 应 用 莱 布 尼 北 法 则 
(Leibnitz’s rule) (见方 框 B7.1) ， 一 次 应 用 莱 布 尼 效 法 则 ， 有 : e 49. 


fi> Í paiar 
b(À) 一 十 oo 
a(À) > 一 oo 


当 需 要 对 f(x; 入 ) 关 于 u 求 微分 时 ， 再 次 应 用 菜 布 尼 兹 法 则 ， 其 中 fx; 入 ) 本 身 是 依赖 于 所 要 微 ”|284 
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分 的 参数 4 的 积分 





dPu f° d u—i S| 
po = | š |! padar a 
e "~ pnd 
f palu — i, i)di 
1 二 00 (7-18) 


这 两 个 随机 变量 上 和 i 是 相互 独立 的 ， 其 中 7 和 图 像 表面 有 关 ， 而 i 和 光源 有 关 ， 因 此 它 
们 的 联合 概率 密度 函数 可 以 写成 它们 的 概率 密度 了 消 数 的 乘积 : 


lI 


palf, i) = p 
将 上 式 代 入 式 (7-18)， 得 : 
pt) = f pí (u — D (Q)di (7-19) 
这 表明 z 的 直方 图 ( = 概率 密度 函数 ) 与 两 个 随机 变量 了 和 i 直方 图 的 卷 积 相等 。 
假如 光照 是 均衡 的 ， 于 是 : 
i(x,y) = Ë= i =n i(x,y)= i = 常数 


FÆ, p.G)= óG -i,)， 代 入 式 (7-19) 后 ,积分 得 p.(u) = p; U). 

这 说 明 ， 在 均衡 光照 下 ， 反 射 函 数 的 直方 图 (由 物体 介质 确定 ) 基本 上 不 受 影响 ， 但 是 
如 果 光 照 不 是 均衡 的 ， 即 使 有 一 个 完全 可 识别 的 物体 ， 直 方 图 也 会 变形 的 非常 严重 ， 在 这 种 
情况 下 ， 各 种 国 值 化 方法 会 失效 。 


7.15 ”如果 直接 阔 值 化 方法 在 变化 光照 的 情况 下 失效 ， 应 该 如 何 处 理 


有 两 种 方法 可 以 解决 在 变化 光照 下 出 现 的 问题 : 

D 将 图 像 分 灾 成 一 些小 块 ， 每 一 块 的 光照 大 致 均衡 ， 将 每 单独 看 做 一 由 图 像 ， 求 出 其 
直方 图 ， 并 阔 值 化 。 当 我 们 合并 相 邻 块 时 ， 如 果 相 邻 块 的 阔 值 发 生 了 跳跃 ， 我 们 要 进行 相应 
的 调整。 x 

2) 利用 具有 均衡 表面 反射 率 的 图 像 ， 并 且 用 i(x,y) 除 这 幅 图 像 Ax, y)， 构 造 一 幅 只 与 光 


照 场 有 关 的 图 像 。 它 等 价 于 从 z(x, 中 减 去 光照 成 分 (x,y) ， 于 是 TOD Tis, 例 


[下 ”如 ，i(0, 0)， TC 将 会 使 整 幅 图像 具 有 相同 光照 条 件 ， 在 修正 的 图 像 中 进行 阅 值 化 处 理 。 





° 例 7-8 靖 值 化 图 7-7a 中 的 图 像 。 


这 幅 图 像 从 左 到 右 表 现 出 了 光照 的 变化 ， 图 7-7b 显 示 其 直方 图 ， 利 用 Otsu 方 法 ， 我 们 可 
以 确定 阔 值 : = 75， 图 7-7c 表 示 用 该 国 值 对 图 像 国 值 化 后 的 结 采 ， 图 7- 7d 表 示 了 从 无 到 右 将 图 
像 分 成 四 个 子 图 像 ， 然 后 将 Otsu 方 法 分 别 应 用 于 每 个 子 图 像 后 所 得 的 结果 。 | 
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c) 全 局 国 值 化 d) 局 部 国 值 化 
图 7-7 光照 变化 条 件 下 ， 图 像 全 局 阔 值 化 和 局 部 阔 值 化 对 比 s [286 





7.16 阅 值 方法 有 了 哪些 缺点 


在 图 像 分 割 中 ， 除 了 背后 阔 值 法 利用 了 像素 的 空间 邻接 关系 之 外 ， 其 他 的 阔 值 法 根本 没 
有 考虑 像素 的 空间 邻接 关系 ， 而 只 是 利用 了 像素 的 灰 度 值 。 
例如 ， 考 虑 下 面 图 7-8 中 的 两 幅 图 像 。 





a) b) 


图 7-8 两 幅 有 相同 的 直方 图 却 完全 不 同 的 图 像 
显然 ， 第 一 幅 图 像 有 一 致 的 区 域 ， 而 第 二 幅 图 像 包含 了 两 个 完全 不 同 的 区 域 。 尽 管 这 样 ， 


2 


图 7-9 表 示 它 们 却 有 完全 相同 的 直方 图 ， 它 们 的 直方 图 有 两 个 峰 ， 我 们 很 容易 选择 辣 值 。 但 是 ， 
如 采 我 们 用 这 个 装 值 来 分 割 第 一 幅 图 像 ， 则 蹇 无 意义 。 
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KER 
a) 图 7-8a 中 的 直方 图 b) 图 7-8b 中 的 直方 图 . 


图 7-9 在 图 7-8 中 两 幅 完 全 不 同 的 图 像 有 完全 相同 的 直方 图 


717 如 何 处 理 看 起 来 一 致 而 实际 上 包含 了 不 一 致 区 域 的 图 像 


我 们 把 那些 像素 的 灰 度 值 不 一 致 ， 但 是 看 上 去 却 是 一 致 的 区 域 称 为 纹理 区 域 (textured 
region)。 从 分 割 的 目的 出 发 ， 每 个 像素 不 能 仅仅 通过 它 的 灰 度 值 来 刻画 ， 还 要 通过 其 周围 一 
小 块 区 域内 像素 灰 度 值 的 变化 来 度量 。 由 纹理 图 像 分 割 所 引出 的 问题 可 以 采用 多 种 属性 刻画 
图 像 来 解决 。 我 们 设想 每 个 像素 不 是 由 个 一 个 数字 而 是 通过 多 个 数字 组 成 的 向 量 来 刻画 的 ， 
向 量 中 的 每 个 分 量度 量 了 在 像素 位 置 的 某 个 方面 ， 于 是 ， 每 个 像素 通过 多 维 空间 中 的 一 个 点 
来 表示 。 在 这 个 多 维 空间 中 ， 沿 每 个 轴 度 量 了 一 个 数字 ， 一 个 特征 (feature)。 属 于 同一 个 区 域 
的 像素 有 相似 的 或 者 相同 的 属性 值 ， 于 是 ， 它 们 可 以 构成 一 个 聚 类 。 这 样 一 来 ， 问 题 就 转变 
为 在 一 个 多 维 空间 中 确定 像素 所 属 的 聚 类 了 。 现 在 我 们 需要 处 理 多 维 直 方 图 ， 它 本 质 上 同一 
维 直 方 图 方法 相似 。 我 们 可 以 采用 几 种 到 类 (clustering) 的 方法 ， 但 是 聚 类 方法 属于 模式 识别 
(Pattern Recognitiom) 领 域 探讨 的 问题 ， 它 已 经 不 属于 本 书 所 讨论 的 范畴 。 


7.18 有 哪些 方法 考虑 了 像素 的 空间 邻接 关系 


有 一 种 区 域 生长 (region growing) 法 。 区 域 生长 是 一 种 根据 事先 定义 的 准则 将 像素 或 子 区 
域 聚合 成 更 大 区 域 的 过 程 。 通 常 ， 这 种 方法 以 一 组 种 子 开始 ， 将 与 种 子 性 质 相似 (诸如 灰 度 
级 或 颜色 的 特定 范畴 ) 的 相 邻 像素 附加 到 生长 区 域 的 每 个 种 子 上 ， 所 以 ， 每 个 种 子 通过 积 索 
越 来 越 多 的 相 邻 像素 慢 慢 地 生长 ， 直 至 所 有 的 像素 添加 到 所 属 的 区 域 为 止 。 


7.19 如 何 选择 种 子 像 素 


对 于 这 个 问题 目前 还 没有 明确 的 答案 ， 也 是 这 种 方法 的 最 大 的 缺点 。 在 一 些 实际 应 用 中 ， 
种 子 像素 的 选择 比较 容易 ， 例 如 ， 在 红外 线 的 目标 跟踪 中 ， 目 标 看 上 去 比较 明亮 ， 我 们 可 以 
选择 那些 最 亮 的 像素 作为 种 子 。 有 一 种 不 需要 事先 决定 生长 区 域 或 种 子 数 的 方法 就 是 拆 分 和 


B] 合成 。 
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7.20 拆 分 和 合成 方法 是 如 何 进行 的 


自 先 ， 将 整 幅 图 像 看 做 一 个 区 域 ， 如 果 在 这 个 区 域内 的 属性 值 范 围 超过 了 预先 定义 的 值 ， 
束 将 区 域 分 成 四 个 区 域 ， 每 个 区 域 采用 上 述 同 样 的 方法 进行 检验 ， 直 到 按 这 种 方法 创建 的 正 
方形 区 域 所 包含 的 像素 属性 值 的 范围 小 于 预先 定义 的 值 ， 最 后 ， 将 具有 相同 属性 的 相 邻 区 域 
进行 合并 。 

图 7-10 展 示 了 一 个 例子 ， 为 了 简单 起 见 ， 考 虑 一 幅 8 x 8 的 二 值 图 像 ， 下 面 的 树 结构 表示 
了 图 像 不 断 地 拆 分 为 四 个 区 域 的 过 程 ， 这 种 树 称 为 四 分 树 (quadtree). 


(AFIE) S 
> ONMD Ék: (KCLN) ATN 


SN (QIMR) (EQRP) (PROD) 





(RSXV) — = a 


a) b) 
图 7-10 通过 拆 分 来 分 割 图 像 
最 后 ， 我 们 可 以 得 到 下 面 的 区 域 : 
( AFIE ) (FBGD (GKNJ) JNMID(MNLH)(KCLN) 
(RSXV)(SMTX)(THUX)(XUOV)(QIMR)(EQRP)(PROD) 
即 ， 所 有 四 分 树 的 孩子 。 为 了 合并 ， 检 验 任何 两 个 相 邻 的 区 域 ， 最 后 ,只 有 两 个 主要 的 不 
规则 区 域 合并 。 当 图 像 是 每 边 包含 N = 2" 个 像素 的 正方 形 时 ， 上 述 的 四 分 树 结构 是 非常 常用 


的 。 
拆 分 和 合并 方法 通常 从 四 分 树 的 某 一 个 中 间 级 开始 ( 即 ， 从 一 些 大 小 为 2 x 2 的 块 开始 ， 


其 中 ，! < n)， 为 了 进一步 将 块 拆 分 成 四 个 正方 形 子 块 ， 要 检验 每 个 块 ， 同 时 ， 为 了 合并 ， 需 


要 检验 任何 相 邻 的 块 ， 最 后 ， 为 了 合并 相 邻 的 块 ， 再 次 检验 任何 相 邻 的 块 。 


7.21 与 考虑 像素 之 间 的 相似 性 相反 ， 是 否 可 以 考虑 区 域 之 间 的 不 相似 性 来 进行 
图 像 分 割 


可 以 ， 在 这 种 方法 中 ， 我 们 检验 相 邻 像素 的 差异 ， 属 于 不 同 区 域 的 像素 有 不 同 的 属性 值 ， 
因此 ， 我 们 假定 有 一 个 边界 可 以 分 开 它 们 ， 这 个 边界 称 为 边缘 ， 这 种 方法 称 为 边缘 检测 。 


7.22 如何 度量 相 邻 像素 之 间 的 不 相似 性 


在 锅 像 的 每 个 位 置 上 请 动 一 个 窗口 ， 计 算 包 含 窗 口 左 半 部 分 和 右 半 部 分 的 像素 统计 量 ， 
对 比 两 者 ,可 以 认为 那些 统计 量变 化 最 大 的 地 方 就 是 边缘 区 域 。 
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例如 ， 针 对 图 7-11 中 的 8 x 8 图 像 ， 其 中 每 个 X 表 示 一 个 像素 。 图 像 中 出 现 的 3 x 7 的 年 形 便 
是 要 滑动 的 窗口 ， 除 去 那些 靠近 图 像 边缘 的 像素 ， 窗 口 的 中 心 与 图 像 的 像素 逐个 重合 。 于 征 ， 
计算 分 别 落 在 窗 日 左边 (ARD) 和 窗口 右边 (B 部 分 ) 的 9 个 像素 点 的 统计 量 ， 然 后 把 它们 
之 间 的 差 值 记录 在 像素 点 O 上。 例如 ,分别 计算 图 像 落 在 窗口 左右 两 部 分 上 的 像素 点 的 灰 度 值 
的 标准 差 .， 记 为 04 和 os ; 计算 整个 窗口 里 面 的 像素 点 的 灰 度 值 的 标准 差 ， 记 为 0; 将 E = 20- 
o-o 记录 在 中 心 像素 0 上 。 接 着 ， 水 平滑 动 这 个 窗口 ， 遍 历 整 幅 图 像 ， 得 到 的 局 部 极 大 值 可 
以 作为 待 选 的 垂直 边缘 点 ， 当 天 值 大 于 某 个 阔 值 时 便 可 以 认为 局 部 极 大 值 是 此 邻接 区 域 的 垂直 
边缘 点 。 可 以 将 上 述 窗口 旋转 90"， 季 直 滑动 窗口 再 一 次 遍历 整 幅 图 像 。 很 明显 ， 这 里 窗口 的 
大 小 起 着 很 重要 的 作用 ， 因 为 为 了 计算 窗口 的 统计 性 质 需要 足够 大 的 窗口 ， 而 为 了 刚好 使 一 
个 区 域 的 每 一 半 置 于 一 个 窗口 中 ， 避 免 邻接 区 域 的 干扰 ， 需 要 尽量 小 的 窗口 。 


X 
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图 7-11 使 用 滑动 窗口 方法 度量 图 像 两 个 区 域 的 不 相似 性 


7.23 可 以 选择 的 最 小 窗口 是 什么 样 的 


可 以 选择 的 最 小 窗口 是 只 包含 两 个 相 邻 像素 的 窗口 。 该 窗口 中 惟一 能 计算 的 “统计 ” 量 
是 这 两 个 像素 点 的 灰 度 的 差 。 当 这 个 差 足够 大 ， 我 们 便 认 为 这 两 个 像素 产生 了 一 个 边缘 ， 当 
然 ， 仅 仅 是 两 个 像素 点 灰 度 之 差 不 能 够 说 是 统计 量 ， 而 只 是 图 像 密度 函数 的 一 阶 导数 的 估算 
量 ， 其 中 取 差 分 的 方向 就 是 空域 变化 的 方向 。 这 是 因为 在 离散 情况 下 一 阶 导数 可 以 用 一 阶 郑 
分 近似 表达 : 
Af, = fü +1,j) — f(D) 
Af, = fij + 1) — fG, i) 


在 每 个 像素 点 上 计算 从 等 价 于 沿 x 轴 方向 将 图 像 与 一 个 形式 为 |-1 上 1] 的 模板 〈 涉 波 器 ) 
_1 | 
进行 卷 积 ; AEAN SO TA SeS EEN. 


最 简单 的 边缘 检测 方法 就 是 让 图 像 与 这 两 个 模板 做 卷 积 运算 得 到 两 个 输出 。 注 意 到 两 个 
模板 的 长 度 为 偶数 ， 当 它们 在 图 像 中 滑动 时 ， 它 们 的 中 心 并 不 与 图 像 中 任何 特定 的 像素 相关 
联 。 因 此 ， 每 个 计算 的 输出 都 应 该 记录 在 两 个 相 邻 像素 之 间 的 位 置 上 。 我 们 称 这 些 位 置 为 图 
像 的 二 重 (dual) 网 格 。 实 际 应 用 上 ， 我们 很 少 用 到 二 重 网 格 。 我 们 经 常 采 用 一 个 约定 并 且 
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保持 一 致 。 比 如 ， 我 们 经 常会 把 得 到 的 输出 记录 在 模板 的 第 一 像素 上 ， 当 需要 用 到 它 的 时 候 ， 
我 们 只 要 记 住 ， 这 个 值 实际 上 是 度量 两 个 相 邻 像素 的 差 值 ， 它 的 实际 位 置 是 在 记录 该 值 的 像 
素 的 左边 或 下 边 半 个 像素 距离 的 位 置 上 。 有 了 这 样 的 约定 ， 从 现在 开始 ， 为 了 简单 起 见 ， 我 
们 就 叫 它 边缘 像素 。 

对 于 由 图 像 与 模板 二 二 +jj 卷 积 而 产生 的 第 一 个 输出 ， 只 要 像素 的 绝对 值 比 它 的 左 邻 像 


素 和 它 的 右 邻 像素 都 大 ， 它 就 是 一 个 待 选 的 垂直 边缘 像素 ; 对 于 由 sm SRK TERTA 


的 第 二 个 输出 ， 只 要 像素 绝对 值 比 它 的 上 邻 像素 和 它 的 下 邻 像素 都 大 ， 它 就 是 一 个 待 选 的 水 
平 边 绿 像素 。 确 定局 部 极 大 值 作为 待 选 边缘 像素 的 过 程 称 为 非 极 大 抑制 (non-maxima 
suppression ) 。 


在 没有 噪声 的 情况 下 ， 这 种 方法 很 容易 就 将 图 像 中 灰 度 变化 不 连续 的 地 方 找 出 来 。 
724 当 图 像 有 噪声 的 时 候 会 发 生 什么 情况 


在 噪声 存在 的 情况 下 ， 在 度量 图 像 中 像素 差 值 时 ， 即 使 是 很 小 的 而 且 不 相关 的 灰 度 波动 


都 有 可 能 被 放大 。 通 常情 况 下 应 该 先 用 一 个 低 通 滤 波 器 对 图 像 进行 滤波 ， 然 后 再 去 找 那些 局 
= 
部 差 值 。 ATDA AA EA ETET S OERA SE 


向 进行 卷 积 的 结果 。 将 这 两 个 卷 积 的 结果 先进 行 平 方 ， 然 后 相 加 ， 再 做 平方 根 ， 得 到 每 个 像 
素 的 梯度 值 。 图 7-13 显 示 的 是 用 最 小 卷 积 滤波 絮 结 果 ， 以 及 考虑 到 图 像 中 有 噪声 的 情况 下 用 
一 些 更 复杂 的 滤波 如 进 行 滤 波 的 结果 。 








a) 原始 图 像 b) 不 应 用 任何 光滑 预 处 理 ， 仅 通过 简单 
的 差分 运算 来 计算 梯度 图 像 


图 7-12 


为 了 显示 的 和 需要， 将 梯度 图 像 应 用 直方 图 均衡 化 。 
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a) 在 没有 进行 光滑 处 理 而 获得 的 梯度 图 D 使 用 更 大 的 阔 值得 到 的 结果 ， 有 些 噪声 被 祛除 了 ， 
中 使 用 简单 阔 值 法 得 到 的 结果 但 同时 有 些 有 用 的 图 像 信息 也 被 丢失 了 





c) 使 用 Sobel 模 板 ， 先 在 一 个 方 问 
进行 光滑 ， 再 在 垂直 方向 做 


d) 用 尺寸 为 7x 7 的 最 优 滤 


a 
差分 运算 得 到 的 结果 sp a 


图 7-13 在 以 上 各 种 的 情况 下 ， 使 用 相同 的 阔 值 


+ 


下 面 考虑 一 个 一 维 信号 的 例子 。 假 如 使 用 一 个 简单 的 平均 化 过 程 作为 低 通 滤波 器 ， 也 就 
是 说 ， 通过 用 三 个 连续 像素 的 灰 度 平均 值 替换 每 一 个 灰 度 值 来 光滑 信号 : 
A. = a ritin (7-20) 
接着 ， 计 算 位 置 ;的 值 和 它 的 左 邻 与 右 邻 间 的 差 值 ， 再 将 两 个 值 平 均 ， 从 而 得 到 位 置 ;网 导 
数 的 一 个 估算 : 
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EJ £ 2? p Z 5: 5-8 
F = (A; — À;) t (Ai — À; 1) _ 4i+1 -An (7-21) 


如 果 将 式 (7-20) 代 入 式 (7-21)， 可 以 得 到 : 
| | 
F; = glit + Ia — Hi- = -dl (7-22) 


从 这 个 例子 可 以 清楚 地 看 到 ， 只 要 使 用 足够 大 的 模板 ， 就 可 以 把 光 请 及 寻找 差 值 两 
个 线性 运算 合并 为 一 个 运算 。 在 这 种 情况 下 ， 在 每 个 位 置 做 一 阶 差 分 等 同 于 使 用 模板 


] l l |1 
-i f-t fo fE ç benes. 很 明显 ， 模 板 长 度 越 大 ， 光 请 效果 越 好 。 但 是 ， 模 板 长 度 越 


大 ， 边 缘 就 会 变 得 越 模糊 ， 从 而 导致 它 的 位 置 不 容易 精确 获取 ( 见 图 7-14)。 
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b) 用 差分 法 对 图 7-14a 求 
一 阶 导数 的 结 采 








c) 每 三 个 采样 点 做 一 次 平 d) 用 差分 法 对 图 7-14c 
均 来 进行 光滑 的 结果 x 求 一 阶 导 数 的 结果 





e) 每 十 个 采样 点 做 一 次 平 f) 用 差分 法 对 图 7-14e 求 一 
均 来 进行 光 沸 的 结果 阶 导数 的 结 朱 


图 7-14 左 列 显 示 了 一 个 被 噪声 污染 的 图 像 和 对 它 进行 光滑 的 两 种 结果 ， 右 边 是 通过 简单 
差分 运算 估算 一 阶 导 数 的 结果 。 边 缘 区 域 显示 为 一 个 尖锐 的 峰 ， 但 是 ， 品 声 残 留 在 信号 
里 面 越 多 ， 就 会 出 现 越 多 的 次 要 峰 ， 而 图 像 越 光 沸 ， 主峰 就 变 得 越 印 


2 


对 于 二 维 图 像 ， 必 须 使 用 二 维 模板 。 同 时 带 有 最 少 光滑 运算 和 差分 运算 的 最 小 的 模板 就 
是 3 x 3 模板 。 在 这 种 情况 下 ， 可 以 选择 在 一 个 方向 上 做 光滑 ， 而 在 另 一 个 方向 上 做 差分 运算 ， 
这 就 意味 着 ， 这 个 二 维 模板 是 先 应 用 3 x 1 光滑 模板 再 应 用 1 x 3 差分 模板 层 登 得 到 的 ， 反 之 亦 
然 。 总 而 言 之 ， 这 个 二 维 3 x 3 模板 具有 形式 : 


au |an |a 
221 | a22 | a23 
231 | a32 | ass | 


7.25 对 于 边缘 检测 如 何 选 择 3 x 3 模板 的 权重 


使 用 一 个 模板 来 计算 A/.， 同 时 使 用 另外 一 个 模板 来 计算 从 。 这 些 模 板 必须 遵循 以 下 原 
Wi]: 

1) AAAA E AA ERTE 3e WJ. MARR EA YEAR AN 
模板 ， 计 算得 到 的 值 会 记录 在 中 心 像素 后 上 。 

2) 由 于 不 希望 中 心 像素 的 左 邻 像素 或 右 邻 像素 有 不 同 的 权重 ， 因 此 模板 左右 两 列 必须 有 
同样 的 权重 ， 于 是 ， 这 个 3 x 3 模板 就 必须 有 以 下 的 形式 : 


ana [on 
La21 | a22 | a21 | 
ast | a32 | ası | 


3) 为 了 找到 局 部 差 值 ， 可 以 从 中 心 像素 点 “后 面 ” 的 像素 值 减 去 中 心 像素 点 “前 面 ”的 
像素 值 ， 同 时 ， 还 要 让 两 个 被 减 的 像素 应 有 相同 的 权重 ， 因 此 ， 该 3 x 3 模板 就 必须 有 以 下 的 
形式 : | 





4) 如 果 图 像 是 完全 光滑 的 ， 希 望 得 到 的 是 零 响应 ， 那 么 所 有 的 权重 的 和 必须 是 零 ， 于 是 ， 


an = 一 2021: 


G11 G12 G11 
021 |—2a21 an 
-on | —a2| -01 
5) 当 信和 号 是 光滑 的 时 候 ， 在 列 的 方向 上 做 差分 运算 ， 希望 在 每 一 列 都 是 0 输出 。 因 此 ， 


d = 0: 


e 
| 一 


| -an | -alz | -011 
最 后 ， 把 所 有 的 权重 都 除 以 cu， 于 是 整个 模板 只 依赖 于 一 个 参数 : 


0j 0j 0 
(7-23) 
7.26 参数 K 的 最 佳 值 是 什么 


可 以 看 出 ， 图 像 边 缘 的 方向 跟 图 像 中 轴 是 对 齐 的 ， 所 以 它 不 会 受到 差分 运算 的 影响 。 选 
择 = 2， 就 可 以 得 到 两 个 方向 上 对 图 像 求 导 的 Sobel 模 板 。 | 





注意 到 第 二 个 模板 做 了 些 改变 ， 即 从 中 心 像素 “前 面 ”的 像素 值 中 减 去 中 心 像素 “后 面 
的 像素 值 。 这 样 做 的 目的 是 ， 使 用 这 两 个 模板 得 到 的 梯度 向 量 的 分 量 再 计算 图 像 边缘 方向 ， 
边缘 的 方向 是 沿 水 平 轴 逆 时 针 方 向 测量 的 (见方 框 B7.2)。 


B7.2 ” Sobel 模板 的 推导 
边缘 具有 大 小 和 方 则 ， 即 : 


大 小 : EG, j) = JAF, DY +[Af GDY 


_1 Af, G.J) 
Af. G.) 
我 们 的 目标 是 确定 (7-23) 所 示 模 板 中 的 参数 到 ， 从 而 使 运算 结果 尽 可 能 真实 地 反映 非 
离散 图 像 对 应 的 E 和 a 的 实际 值 。 
Jain 
e- (8) -( 


H lu]: a(i, j) = tan 


设想 一 下 场景 中 有 一 段 阶 跃 边缘 通过 某 个 像素 点 的 中 心 ， 假 设 每 个 像素 所 都 是 一 
个 1 x 1 的 块 ， 边 缘 的 倾斜 角度 为 8 而 且 6 足 够 小 ， 使 得 边缘 切割 线段 48 和 CD 而 不 是 
切割 4C 和 BD(O<6< tan-1(3)) (参见 图 7-15)。 | 


另外 ,假设 边缘 的 左边 是 一 个 较 上 暗 的 区 域 ， 灰 度 值 是 G1; 边缘 的 右边 是 一 个 明亮 的 
区 域 ， 灰 度 值 为 G:。 很 明显 ， 在 模板 里 面 的 像素 值 是 : 


fli-1,j-1)= fGü—1,j) = fü 1,j+1) =G 
JüG+1,j—-1)=fG+1,j) = fë +1,j + 1) = G2 
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中 间 列 的 像素 具有 混合 值 。 假 设 每 个 像素 点 像 一 个 1 x 1 的 块 ， 用 括号 内 的 多 边 形 的 
名 称 来 表示 这 个 区 域 的 面积 ， 于 是 ,像素 48 克 的 值 是 : 


fG,j-1) = G(AFJD +G (FB1J) = G, E -(FGHJ)+G:[}+(FGHJ)] 
2 (7-24) 





图 7-15 放大 图 像 在 像素 点 (i,j) 周 围 的 一 个 3x 3 的 片断 
需要 求 梯形 FGHJ 的 面积 。 由 从 三 角形 0JH 和 OFG 可 以 得 出 : 


JH = 3 tan@, FG = Stand 


于 是 有 (FGJH) = (JH + FG)=tan0 ， 将 该 式 代入 式 (7.24) 就 可 以 得 到 : 
.. | 1 1 
fGü,j—-1) = Gi(s — tanb) + G2(3 + tan 0) 
由 对 称 性 可 知 : 
fj+1) = Ga( _ tanð) +G, + tan) 


显然 有 : 


4 Sepe ws. r epaia -e E R A S E CE: b +: j Baiak en e hO QE Aaa o EA i: LEE A ARa M e ` = 


现在 看 看 ， 采 用 式 (7-23) 可 以 计算 出 来 什么 结果 : 


A f- 


Af, = 


边缘 的 大 小 是 : 


E 


füG+1,j+1)+fGü+1,j—1) + Kf(i+ 1,)) 
-[f@-1,j+1)+fli-1,j-1)+Kf(i-1,j)] 

(G> + G; + KGə) — (Gi + Gi + KG1) = (G2 — Gi)(2 + K) 
-[fG— 1,j+1)+f(Gü+1,)+1)+EKfüG,j + 1) 

+f(i— 1,j-—1) +f +1,j— 1) + Kf(ú,j — 1) 


-G1 一 Co — KG» (ang)- — KG: (3 + tanë) + Gi + G> 
+KG1 G3 - tan) + KGa (3 +tang 


_K(G;- G1) (3 — tang) + K(G, — G1) (3 


J + tan) 


K(G°> — Gi) (3 + tan + — +tan0) 
2K(G> — Gı)tanð 


V (G; — Gi)? (2+ K} + (2K) (G2 — G1) °tan20 


2 
= (G2 — G) Q + K) |1 + (==) tan20 





而 边缘 的 方 癌 是 : 


Af, _ 2K tang 
Afe 2+K 








tan a = 


注意 到 ， 如 采取 天 = 2: 


tano = tan 0 


即 ， 计 算得 到 的 边缘 的 方向 和 它 实 际 的 方向 是 一 致 的 。 


对 于 tan-1(2 < 0 < 45" 的 情形 ,我 们 可 以 类 似 地 计算 ， 在 那 种 情况 下 ，、 边 缘 的 方向 会 


有 些 改 变 。 
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。 例 7.9 HOG, MEARAN, 让 的 函数 ， 它 的 意义 是 图 像 在 (i, 让 位 置 上 的 沿 ; 轴 方向 与 Sobel 模 
° 板 做 卷 积 运算 的 结果 ， 写 下 这 个 公式 就 是 : 
(注意 : 这 里 忽略 了 边缘 效应 ， 即 ， 假 设 (, 旋 离 图 像 的 边界 足够 远 。) 


Olij) = -I(i-1,j-1)-2I(i-1,j)-I(i-1,j +1) 
+Ili+1,j-1)+2I(i+1,j)+I(i+1,j+1) 


例 7.10 ”如果 有 一 幅 3 x 3 的 图 像 ， 可 以 把 它 表 示 成 一 个 9 x 1 的 向 量 ， 我 们 希望 构造 一 个 9 x 9 
的 矩阵 ， 当 这 个 矩阵 作用 于 图 像 向 量 时 会 产生 另 一 个 向 量 ,该 向 量 的 每 个 分 量 是 图 像 沿 着 方 
[299] 向 的 梯度 分 量 的 一 个 估算 。( 为 了 解决 边界 效应 问题 ， 假 设 图 像 是 在 任何 方向 都 周期 重复 的 。) 


考虑 一 幅 3 x 3 图 像 : 
n 
fu fo f3 
iti fa fo fz 
fa f .js 


周期 性 的 重复 就 意味 图 像 有 这 样 一 种 形式 : 

f33 fa h2 fs f31 
f13 P fi2 =] 万 1 
f23 fa fz fos jl fa 
f33 fa fa js fai 
f13 fa fo f fu 


应 用 例 7.9 的 结果 ， 可 以 得 到 在 位 置 (1 ,1) 的 一 阶 导数 是 : 
f32 + 2f12 + f22 — fas — 2f13 ~ f23 


图 像 的 问 量 表示 形式 为 : 


fi 
fai 
f31 
fiz 
f22 
f32 
f13 
f23 
f33 


如 果 将 一 个 9 x 9 的 矩阵 作用 于 该 图 像 ， 可 以 注意 到 为 了 得 到 预定 的 输出 , 甜 阵 的 第 一 行 
必须 是 : 
0 0 0 2 1 1 -2 -1 -l 


在 位 置 (1, 2)， 即 在 像素 1 上 的 一 阶 导数 是 : 
fiz + 2f22 + f32 — fi3 — 2f23 — fas 
于 是 ，9 x 9 矩阵 的 第 二 行 必 须 是 : 
0 00 1 2 1 -1 -2 -l 
EMAU, 3) 上 的 一 阶 导数 是 : 
f22 + 2f32 + fi2 — f23 — 2f33 — fi3 
于 是 ，9 x 9 抱 阵 的 第 三 行 必 须 古 : 
000 112 -1 -1 -2 


按 这 种 方法 ， 可 以 得 出 矩阵 的 最 后 形式 应 该 是 : 


0 0 0 2 1 1 — —1 -l 
0 0 0 1 2 1 —1 —2 -i 
0 0 0 1 1 2 — —1 —2 
-2 -1 —- 0 0 0 
-1 -2 -1 0 0 0 
-1 -1 — 0 0 0 


0 0 0 2 1 1 -2 -l -l 3 4 
0 0 0 1 2 1 -1 -2 一 | 3 4 
0 0 0 1 1 2 — -1 -2 3 4 
-2 -1 —- 0 0 0 2 1 1 1 —12 
-1 -2 —- 0 0 0 1 2 1 11]=| —12 
-1 -1 -2 0 0 0 1 1 2 1 一 12 
2 1 1 -2 -1 —- 0 0 0 0 8 
1 2 1 -1 -2 —- 0 0 0 0 8 
1 1 2 -1 -1 —- 0 0 0 0 8 


图 像 中 央 沿 着 i 轴 方 向 的 梯度 分 量 是 — 12, ° [501 
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7.27 一 般 情况 下 ， 如 何 决定 一 个 像素 是 否 是 边缘 像素 


边缘 就 是 图 像 中 图 像 函 数 变化 的 点 。 由 于 图 像 是 一 个 二 维 函 数 ， 所 以 ,要 找到 这 些 点 ， 
必须 计算 图 像 函 数 的 梯度 Vf(x, y)。 该 二 维 函 数 的 梯度 是 一 个 二 维 向 量 ， 它 的 分 量 是 图 像 函 数 
沿 着 两 个 正 交 方 向 的 偏 导数 。 在 离散 的 情况 下 ， 计 算 这 些 偏 导数 相当 于 使 用 诸如 Sobel 之 类 的 
模板 分 别 计算 两 个 正 交 方向 上 相 邻 像素 的 差 值 。 如 果 用 这 些 模 板 和 图 像 做 卷 积 运 算 ， 图像 的 
每 一 个 像素 处 就 会 产生 一 个 梯度 向 量 ， 边 缘 就 是 沿 着 梯度 向 量 的 方向 (也 就 是 像素 值 的 梯度 
方向 ) 的 局 部 最 大 的 地 方 。 为 了 达到 这 个 目的 ， 必 须 对 比 下 面 两 个 梯度 值 的 大 小 ， 一 个 是 当 
前 像素 位 置 的 梯度 值 ， 另 一 个 是 沿 着 梯度 方向 两 边 单位 间隔 位 置 上 的 梯度 值 。 一 般 来 说 ， 这 
些 值 是 不 知道 的 ， 因 为 它们 有 可 能 位 于 像素 之 间 。 于 是 ， 要 么 用 一 块 局 部 曲面 去 拟 合 这 些 梯 
度 值 ， 再 来 估算 所 要 求 的 像素 之 间 位 置 的 梯度 大 小 ， 要 么 就 使 用 插值 的 方法 在 已 知 的 整数 位 
置 进行 插值 来 计算 这 些 位 置 的 梯度 值 。 | 

在 这 个 非 极 大 抑制 (non-maxima suppression) 过 程 后 ， 将 保留 下 来 的 那些 梯度 向 量 的 值 
进行 阔 值 化 。 在 边缘 图 (edge map) 中 ， 只 有 当 梯 度 值 大 于 阔 值 的 那些 像素 点 才 被 确定 为 边 
缘 像素 ( 见 图 7-16 )。 





b) 梯度 幅度 “图 像 ”: 像素 越 明 亮 ， 
图 像 中 那 一 点 的 梯度 值 越 高 





c) 做 非 极 大 抑制 之 后 : 只 有 局 部 d) 边缘 图 像 : 图 7-16c 中 的 梯度 值 被 装 值 化 : 所 
极 大 值 像素 点 才 保留 它们 的 梯度 有 像素 值 大 于 阔 值 的 像素 点 用 0 (EE) 表示 ， 
幅度 值 ， 其 他 的 梯度 值 被 设 为 0 所 有 小 于 阅 值 的 像素 点 用 255 (AE) 表示 


图 7-16 


BI DPI Fo 2 # 9 m 239 





° 例 7.12 


@ 


给 定 下 列 图 像 





试用 下 列 模板 对 图 像 除 边界 处 之 外 的 所 有 像素 点 位 置 上 的 局 部 梯度 的 大 小 和 方向 进行 
估算 : 


—1 of 1 
=3| 0 3 | 0| of 0 
=} 0f 1 
然后 指出 哪些 代表 水 平 边 缘 的 像素 点 ， 哪 些 代表 垂直 边缘 的 像素 点 。 
当 用 第 一 个 模板 与 图 像 做 卷 积 运算 的 时 候 ， 便 会 得 到 沿 着 x (水平 ) 轴 方 向 的 梯度 分 量 
的 估算 : 





当 用 第 二 个 模板 与 图 像 做 卷 积 运算 的 时 候 ， 便 会 得 到 沿 着 y ( 垂直) 轴 方 问 的 梯度 分 量 
的 估算 : 





(7-25) 


pT i pp” -e sa Cos. = "` ` . ei A ea 
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304 梯度 的 方向 为 : 





我 们 知道 ， 对 于 一 个 大 小 在 0" 和 45° 之 则 (0* < 19 < 45° ) 的 角度 9， 它 的 正切 满足 0"<ltangl 
< 1。 如 果 1 < ltan0l gw， 那么 角度 6 必定 落 在 范围 4$" 到 90?" 之 间 (4$"< 0 <90°), 

由 于 我 们 想 将 梯度 方向 量化 成 只 有 垂直 和 水 平 两 个 方 同 ， 所 以 可 以 把 所 有 满足 0"& 0 < 
45° 的 方向 看 成 是 水 平 的 ， 即 设 它 们 的 值 为 0; 而 把 满足 45" < 0 < 90?" 的 方 癌 看 成 垂直 的 ， 即 设 
它们 的 值 为 90"。 

通过 查找 (7-25) 所 示 的 这 组 方向 ， 可 以 推导 出 下 面 这 个 梯度 方向 图 : 





一 个 像素 点 是 一 个 水 平 边缘 像素 点 ， 如 果 它 与 其 垂直 邻 域 的 像素 做 比较 时 ， 它 的 梯度 大 
小 是 局 部 极 大 值 ， 同 时 它 的 方向 是 0; 而 一 个 像素 点 是 垂直 边缘 像素 所， 如 有 果 它 的 方向 契 90"， 
而 它 的 大 小 在 水 平方 向 是 局 部 最 大 的 。 

通过 查找 (7-25) 中 梯度 大 小 以 及 我 们 推导 出 的 量化 的 方向 ， 可 以 确定 下 列 水 平 (- ) 边 缘 : 





$7.13 ” 例 7.12 所 使 用 的 模板 是 可 分 离 的 吗 ? 如 何 利用 二 维 模板 的 可 分 离 性 降低 卷 积 的 计算 


量 ? 


例 7.12 所 使 用 的 模板 是 可 分 离 的 ， 因 为 它们 可 以 用 两 个 一 维 斌 波 器 一 个 接 一 个 层 合 处 理 


pp . 
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得 到 : 
一 然后 SI an 
T 
JHH > Gaa am — 
任何 二 维 N x N 可 分 离 模板 可 以 用 两 个 大 小 为 N 的 一 维 模板 层 登 处 理 产生 。 这 种 做 法 使 得 
原来 每 个 像素 做 Mz 次 乘法 和 加 法 减少 为 2N 次 。 





7.28 Sobel 模 板 是 否 对 所 有 图 像 都 适用 
Sobel 模 板 对 所 有 带 有 少量 噪声 的 图 像 都 适用 ， 而 对 存在 大 量 噪声 的 图 像 是 不 适用 的 。 参 
见 图 7-17， 图 中 显示 了 用 Sobel 模 板 对 一 幅 存在 大 量 噪 声 的 图 像 进 行 边 缘 检 测 的 结 采 。 


7.29 如 果 因 为 图 像 中 存在 着 明显 的 噪声 而 需要 选择 一 个 更 大 的 模板 ， 我 们 要 如 
何 选 择 权 重 


下 面 将 考虑 如 何 检测 类 似 图 7-18 所 示 的 一 维 信号 的 突变 位 置 。 


Te 
e 
< bY 
Yd 


Og 





a) b) 


图 7-17 使 用 Sobel 边 缘 检 测 模板 检测 一 幅 模 糊 的 ， 有 严重 噪声 的 图 像 是 非常 困难 的 。 
使 用 不 同 的 阔 值 ， 结 果 都 不 能 让 人 满意 ， 三 个 检测 结果 是 在 同一 个 边缘 检测 民 以 
下 面 使 用 不 同 的 阔 值 得 到 的 ， 它 们 是 用 不 同 浆 值 得 到 的 结果 中 最 好 的 
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图 7-18 一 个 被 噪声 污染 的 一 维 边 缘 | 
Ik Se [BJ xa uQ), CREMER AREE, MAAR Sk 1: BIB 
模板 必须 拥有 某 种 特性 ， 我 们 称 之 为 Canny 准则 : 
l) 良好 的 信 噪 比 。 | 


2) 民 好 的 局 部 性 ， 即 边缘 被 检测 到 的 位 置 是 它 实 际 所 在 的 位 置 。 | 
3) 较 少 的 错误 响应 ， 即 滤波 器 响应 的 极 大 值 大 多 数 情况 下 应 该 是 主要 由 真实 边缘 产生 的 


而 不 是 由 噪声 产生 的 。 | 
Canny 准 则 表明 ， 一 个 滤波 器 函数 /x) 有 最 大 的 信 品 比 ， 如 果 它 使 下 式 的 值 最 大 : 


[Z f(z)u(-z)de x 
(7-26) 


SNR = 一 -一 
noV f2, f2(z)dz 


其 中 ，m 是 高 斯 加 性 噪声 的 标准 差 。 由 于 对 一 幅 特 定 图 像 来 说 ， 它 是 一 个 常量 ， 因 此 在 求 
解 太 D) 时 把 它 省 略 以 减少 计算 量 。 于 是 ， 仅 需要 使 下 式 的 值 最 大 : | 





_ mi ontaaem — —_ __ _ í _ 2 


_ J f(z)u(—z)dz 
JE Fod 
Canny 准 则 也 表明 ， 滤 波 器 函数 Ax) 检测 的 边缘 跟 实际 位 置 具有 最 小 的 偏差 ， 如 果 它 的 一 

阶 导 数 和 二 阶 导数 使 得 下 式 的 值 最 大 : 
[wf (x)u(—z)dz 
JS f'(a) dz 
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数 fx) 的 一 阶 导数 和 二 阶 导 数 使 得 下 式 的 值 最 大 : 


L= (7-27) 


“ [> (J"e) de (7-28) 


综 上 所 述 ， 可 以 设计 最 优 边缘 增强 滤波 器 使 得 上 述 三 个 指标 最 大 : 
S, L, C 


Canny 把 前 面 两 个 指标 合成 为 一 个 指标 P， 在 约束 “C = 常量 ”的 条 件 下 最 大 化 该 指标 ， 
用 这 种 方法 推导 出 一 个 卷 积 滤波 器 ， 但 是 他 自己 从 来 没 用 过 ， 因 为 他 注意 到 可 以 从 高 斯 函数 
的 导数 逼近 它 ， 于 是 ， 他 便 使 用 高 斯 函数 的 时 数 作为 较 好 的 边缘 增强 尖 波 器 。 

当然 ,或 者 也 可 以 合并 三 个 量 $、L 和 C 成 为 一 个 指标 P: 


[R f(z)u(— -zjdz] | f"(a)u(—z)dz] 
J f2(e)dz |° (F"E) da 


设法 寻找 f(x) 使 P 最 大 ， 而 出 现在 fx) 的 函数 表达 式 中 的 自由 参数 可 以 利用 Ax) 的 边界 条 件 
计算 确定 ， 再 代入 P 表 达 式 中 ， 选 择 合适 的 数值 使 得 P 值 最 大 。 | 

需要 强调 的 是 ， 用 上 述 方法 定义 的 滤波 器 适用 于 反对 称 的 图 像 特 征 (antisymmetric 
feature) 的 检测 ， 比 如 信号 中 的 噪声 是 加 性 骂 声 、 白 嗓 声 和 高 斯 嗓 声 情况 下 的 阶 路 边 颖 (step 
edge) kE hA (ramp edge). | 


7.30 能 否 用 边缘 检测 的 最 优 滤波 器 以 最 优 的 方式 检测 图 像 中 的 线 


不 能 。 边 缘 检 测 滤 波 器 对 线 的 响应 是 很 差 的 ， 因 为 最 优 边缘 检测 滤波 器 理论 是 在 假设 图 
像 中 只 有 单独 一 个 阶 跃 边缘 而 推导 出 来 的 。 可 以 从 式 (7-26) 使 用 的 积分 的 范围 看 出 这 一 点 。 例 
如 ， 积 分 范围 是 从 -% 到 +%， 假设 整个 无 限 长 的 信号 区 间 上 只 有 一 个 阶 跃 边 缘 。 如 果 有 线 存 在 
的 话 ， 它 的 外 形 会 如 图 7-19 所 示 。 

该 图 看 起 来 像 两 个 相反 方向 的 阶 跃 边缘 靠 在 一 起 ， 滤 波 器 对 这 两 个 阶 跃 边缘 的 响应 交错 
在 一 起 ， 因 此 效果 并 不 令 人 满意 : 两 个 阶 跃 的 地 方 可 能 都 检测 得 到 ， 也 可 能 检 而 不 到 。 假 如 
都 被 检测 到 了 ， 这 两 个 边缘 也 会 很 容易 与 真实 位 置 错位 ， 并 且 两 个 边缘 的 相对 位 置 偏 移 。 


= (S x L x O)? = (7-29) 
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309 除了 上 述 的 差异 ， 阶 跃 边缘 和 线 还 有 一 个 更 基本 的 差别 。 


”| 灰 度 值 


x 


图 7-19 ” 线 的 轮廓 


7.31 阶 跃 边缘 和 线 的 基本 差别 是 什么 


阶 跃 边缘 是 尺度 不 变 的 : 无 论 是 拉 伸 还 是 收缩 ， 阶 跃 边 缘 看 起 来 都 是 一 样 的 ; MEA E 
定 长 度 的 尺度 : 即 它 的 宽度 。 一 旦 要 检测 的 特征 有 了 自己 的 “尺寸 "， 滤 波 器 的 尺寸 就 变 得 重 
要 了 。 如 果 想 推导 出 适合 检测 斜 边缘 而 不 是 阶 跃 边缘 的 滤波 器 ， 同 样 的 问题 必须 考虑 :斜坡 
EF (或 者 下 降 ) 时 跨越 的 长 度 就 是 该 特 征 的 特性 ， 在 设计 最 优 滤 波 器 时 不 能 够 忽略 。Petrou 
和 Kittler 使 用 式 (7-29) 中 的 准则 ， 经 过 适当 的 修改 ， 推 导出 一 个 适合 各 种 斜率 的 斜 边缘 检测 最 
优 滤波 器 。 图 7-20 显 示 的 是 试图 用 错误 的 滤波 器 检测 图 7-17a 中 的 图 像 ， 图 像 的 边缘 被 模糊 了 ， 
实际 上 ， 该 边缘 有 像 斜坡 一 样 的 外 形 ， 而 使 用 的 滤波 器 是 阶 跃 边缘 检 测 最 优 滤 波 器 。 图 7-21 
显示 的 是 在 同一 幅 图 像 上 使 用 斜 边 缘 检 测 最 优 滤波 器 ， 及 不 同 的 滤波 器 尺寸 对 结果 的 影响 。 
图 7-22 显 示 的 是 对 一 幅 相 对 “清晰 ” 且 “ 已 去 模糊 ”的 图 像 做 边缘 检测 的 结果 ， 在 这 种 情 帝 
下 ,不 必 太 在 意 使 用 什么 样 的 滤波 强 。 

Petrou 针 对 检测 线 的 情况 也 修改 了 Canny 准 则 ， 并 且 得 到 了 线 检测 的 最 优 滤 波 器 ， 它 是 依 
赖 于 线 的 宽度 和 锐 化 的 程度 的 。 


ry Be Jan Co ost $F 
a ` : y = w 









a) 假定 有 一 个 阶 跃 边缘 并 用 尺寸 为 b) 5a) 相同 的 参数 ， 只 是 滤波 咒 
17 x 17 的 滤波 器 进行 滤波 尺寸 扩大 为 21 x 21， 一 部 分 细节 


丢失 ， 效 果 并 没有 改善 


图 7-20 如 果 边 缘 被 模糊 了 且 类 似 斜 线形 状 ， 则 使 用 大 尺寸 的 最 优 滤波 器 处 理 高 层次 的 噪声 ， 
同时 采用 阔 值 化 的 方法 似乎 不 起 作用 。 这 个 “最 优 ”滤波 器 对 于 阶 跃 边 缘 是 最 优 的 
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c) 假定 有 一 个 阶 跃 边 绿 ， 用 尺寸 为 17 x d) 与 c) 相同 ， 但 使 用 更 大 的 国 值 
17 的 滤波 器 进行 滤波 ， 并 且 阅 值 增 大 
图 7-20 ( 续 ) 
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a) 假定 是 一 个 窄 的 斜 边 缘 ， 并 用 尺寸 为 b) 用 与 a) MERDE, REREH 
7 x 7 的 站 波 器 进行 滤波 器 尺寸 为 13 x 13 


= 
< 


S 
2 
ó 


` OA 





c) 假定 是 一 个 斜 边缘 ， 并 用 尺寸 为 17 d) 假定 是 一 个 斜 边 缘 ， 并 用 尺寸 为 21 x 
x 17 的 滤波 器 进行 让 波 21 的 滤波 器 进行 滤波 
图 7-21 对 要 检测 的 特征 选择 了 正确 的 模型 ， 针 对 该 层次 的 
噪声 使 用 合适 的 恋 波 器 尺寸 被 证 明 是 至 关 重 要 的 


i 


a) 原始 图 像 





c) 使 用 尺寸 为 5 x 5 的 最 优 滤 波 幽 的 结 坟 d) 使 用 尺寸 为 7 x 7 的 最 优 滤波 器 的 结 采 


图 7-22 日 常生 活 中 的 图 像 相 对 来 说 清晰 ， 所 以 使 用 尺寸 相对 小 的 兰 波 器 就 
可 以 得 到 很 好 的 结果 ， 注意， 滤波 器 尺寸 越 小 ， 能 保留 越 多 的 细 市 





° 例 7.14(B) ”假设 定义 u() 中 的 x 可 以 取 正 值 和 负 值 ， 我 们 要 增强 u(x) 在 x=0 位 置 的 特征 。 由 式 
° (7-26) 可 以 知道 ， 当 要 增强 的 特征 使 得 w(x) 成 为 一 个 偶 函 数 ， 我 们 必须 选择 偶 函数 滤波 融 ; = 
要 增强 的 特征 使 得 x() 成 为 一 个 奇 函数 ， 我 们 必须 选择 奇 函 数 滤 波 顷 。 


任何 函数 KAx) 都 可 以 写成 一 个 偶 函 数 和 一 个 奇 函 数 的 和 |: 


fa) = sU) - r) + SI) + f(—z)] 
— —TmO T 
folz) ( 奇 ) f<(z) (8) 
于 起 flx) 写 成 : 
f(z) = f.(z) + fo (z) 
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假设 u(x) 是 侦 函 数 ， 那 么 5 的 分 子 中 的 积分 就 是 : 


IB fe(z)u(—z)dz + F fo (z)u(—z)dz 


—rK oc, 
奇 汞 数 在 一 个 对 称 区 间 
内 积分 ， 结 采 为 0 


f Fouad 


= f f. (z)u(—z)dr 
表达 式 $ 中 的 分 母 的 积分 是 : 


[ peas = [7 oas |” aaa 2f” Otd 
| T PTY 


奇 图 数 在 一 个 对 称 区 问 
内 积分 ， 结 果 为 0 


f Roadz+ f fada 
因此 ， 可 以 看 出 在 整个 信和 号 的 响应 中 ， 滤 波 器 的 奇 函 数 部 分 根本 没 起 什么 作用 ， 相 反 ， 


它 产生 了 噪声 响应 : 也 就 是 降低 了 信和 号 的 信 噪 比 。 因 此 ， 要 想 增强 偶 特征 ， 必 须 使 用 偶 函 数 
滤波 器 ; 同样 ， 要 想 增强 奇特 征 ， 必 须 使 用 奇 函数 滤波 器 。 


例 7.15 ”下 列 数字 滤波 模板 适合 于 增强 哪 种 类 型 的 特征 ? 





_ 2[- x x 
第 一 个 滤波 器 适合 增强 垂直 线 而 第 二 个 适合 增强 水 平 线 ， 两 种 情况 下 都 是 线 的 亮度 大 于 
ER. 


例 7.16 ”使 用 例 7.16 中 的 模板 处 理 下 列 图 像 (不 处 理 边 界 像素 )。 





然后 ， 对 计算 得 到 的 输出 图 像 选择 合适 的 阔 值 ， 构 造 出 输入 图 像 的 特征 图 。 
图 像 与 第 一 个 模板 卷 积 的 结果 是 ; x 
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(对 边界 像素 没有 输出 。) 

注意 到 输出 结果 包含 的 值 很 容易 地 分 为 两 类 : 正 的 和 负 的 。 于 是 选择 值 : = OE ME , 
”该 益 值 似乎 处 于 两 类 输出 值 总 体 最 大 间距 处 〈 即 ， 一 类 总 体 大 致 表示 背景 ， 另 一 类 总 体 表 示 
要 检测 的 特征 )。 确 定 阐 值 后 ， 给 一 类 标 上 一 个 标记 (也 就 是 将 所 有 大 于 阅 值 的 值 标 上 1)， 给 
另外 一 类 标 上 另 一 个 标记 (也 就 是 将 所 有 小 于 阔 值 的 值 标 上 0)。 于 是 ， 两 类 输出 可 以 表示 为 : 


这 就 是 给 定 图 像 的 特征 图 。 


B7.3 一 个 随机 噪声 信号 与 一 个 滤波 器 进行 卷 积 运 算 。 
假设 噪声 信号 是 n(x)， 让 它 与 滤波 器 fx?) 进行 卷 积 运算 卷 积 ， 卷 积 的 结果 是 :. 


sen) = Í fG)n(z — zz 301 


既然 输入 的 噪声 是 一 个 随机 过 程 LARRE Baby. MARRIR E 
的 期 望 值 ， 它 的 值 应 该 和 输入 的 噪声 的 期 望 值 一 样 都 为 0。 为 了 刻画 该 噪声 ， 我 们 计算 它 
的 方差 ， 也 就 是 均 方 值 ， 由 下 式 得 到 : 


E{lg(z0)] } = Eíl9(zo)g(zo)) (7-31) 
这 其 实 是 输出 的 自 相 关 函 数 当 参数 为 0 时 的 情况 ， 因 此 ， 先 得 计算 g 的 自 相 关 Rss(0)， 


加 





BR 2 Fo 2 5 A 


在 式 (7-30) 两 边 都 乘 上 g(xo +p: 


Ef{g(zo)g(zo +7)} = rf T f(z)g(zo + r)n(zo — zd | 


> Rolt) = Ü #)E(ə(o+z)n(zo — 2))dz 


= Ros (T) 


f f(z)E;A(zo + T = zo + z)dz= 


=> Ro (r) = f f(z)Ron(T + z)dz 
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(7-32) 


其 中 ，R。(q) 是 输入 噪声 信号 和 输出 噪声 信号 在 相对 平移 量 为 4 时 的 互相 关 尔 数 。 因 
此 ， 必 须 先 计算 R,,， 在 式 (7-30) 两 思 都 乘 上 n(xo- 台 再 取 均 值 。( 这 里 乘 上 n(xo- 台 0 而 不 是 


n(xo 十 台 是 因为 在 式 (7-32) 中 我 们 定义 Rn 的 参数 为 8 的 参数 减 去 n 的 参数 。 


Eíg(zo)n(zo — 7)} T f(r)E{n(zo 一 z)mn(zo — T))dz 


> Ro) = f)R,(z- zz + rd 


> Ral): f f(s) Ran(r — z)dz 


(7-33) 


其 中 ，R,s(q) 是 输入 噪声 信号 在 相对 平移 量 为 4 时 的 自 相关 函数 。 但 是 ，n(x) 是 高斯 
白 噪声 ， 它 的 自 相 关 函 数 是 一 个 由 R,(T) = m26(T) 表 示 的 delt 函 数 ， 其 中 到 是 噪声 的 方差 。 


于 是 得 到 : 


Ral) = 人 ~ f(a)n26(r — z)dz = nà f(z) 


故 ， 如 式 (7-32) 所 示 ，Res 在 参数 为 rz+x 时 有 : 


~ Ron(T +2) = nú f (z + z) 
代入 式 (7-32) 中 有 : 
Reol) = f(r + dz» Rosl0) = nà I. P'(a)dz 
再 代入 式 (7-30 中 ， 得 到 
E [teo] =" Í ` Po 
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(7-34) 


(7-35) 


(7-36) 


(7-37) 
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分 : 我 们 感 兴趣 的 确定 信号 CD 和 随机 噪声 成 分 Ap) 为 : 


Ilx) = u(z) + n(z) 


当 有 噪 信号 与 滤波 器 进行 卷 积 的 时 候 ， 来 源 于 有 噪 信号 确定 部 分 的 啊 应 为 : 


szo) = f 7 f(a)u(zo — z)dz 


假设 要 检测 边缘 的 实际 位 置 为 xm = 0， 于 是 : 
so = ~ f(z)u(—z)dz 
i /. (7-39) 
来 源 于 噪声 部 分 (见方 框 B7.3) 的 平均 滤波 响应 是 no Jf f?(x)dx ， 故 信 噪 比 为 : 


J f(z)u(—z)dz 


no' / J f2(z)dz 


SNR = 






B7.5 好 的 局 部 性 指标 的 推导 


边缘 的 位 置 是 由 输出 极 大 的 那些 点 所 标识 出 来 的 ， 卷 积 的 全 部 输出 是 由 确定 信号 
wo 的 输出 和 噪声 成 分 xz 的 输出 组 成 的 。 假 如 有 噪 信号 为 ; 














I(x) = u(z)+n(z) 





它 与 滤波 器 Ka 卷 积 的 结果 为: 
O(z a) = T f(z (zo — z)dz = T f (zo — x)I(x)dx 
= | #Go-)u(z)4s+ Í fleo- z)n(z)dz = s(zo) + glz) 


其 中 ，s(xo) 是 我 们 感 兴趣 的 确定 信号 的 输出 ， 而 g(xo) 是 噪声 的 输出 。 
边缘 是 在 该 输出 的 局 部 极 大 值 的 地 方 被 检测 到 的 ， 即 ， 在 那些 对 xo 的 一 阶 导数 为 0 的 





dO(zo) _ ds(zo) , dg(zo) _ [prn _ ”rr _ 
eo, = a kiwa =Í: (£o zju(a)dz+ | f (zo — z)n(z)dz (7-41) 
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在 点 xo = 0， 也 就 是 边缘 的 实际 位 置 ， 展 开 滤 波 器 的 一 阶 导数 ， 并 保留 展开 式 的 前 两 
项 : 


f'(£o — z) > f'(—z) +z o f”(—z)+. ... 


代入 SO 得 到 : 
dx 


0 


ds (zo) °° S n 
一 一 全 f'(—z)u(z)dz + zo Jf'(—z)u(z)dz 
dzo J. J (7-42) 
我 们 所 要 检测 的 边缘 具有 反对 称 的 特征 ， 即 其 边缘 的 形状 类 似 _ |  。 
根据 例 7.14 证 明 过 的 结论 ，f(x) 也 必须 是 个 反对 称 函数 。 这 意味 着 它 的 一 阶 导数 是 对 
称 的 ， 且 当 它 与 一 个 反对 称 函 数 u(x) 相 乘 时 ， 会 得 到 一 个 反对 称 的 被 积 函 数 。 由 于 积分 
区 间 是 对 称 的 ， 因 此 式 (7-42) 的 第 一 项 为 0(。 也 号 是 : 


BE) ~ sof rcoamde=a f GuCads 
Saa, 
W X=-x (7-43) 


而 滤波 器 对 噪声 响应 的 微分 可 以 用 一 种 更 简便 的 方法 写 出 来 : 


Co) Í Flao a)nle)dr = J rana -adz 





(7-44) 
边缘 的 位 置 由 下 式 x 的 值 给 出 ， 这 个 值 使 得 式 (7-43) 和 式 (7-44) 右 边 的 和 为 0: 
ds(zo) _ dg(2o) _ 
dzo + dzo =0> 
To f f''(z)u(—zr)dz + J f'(z)n(zo — z)dz = 0 > 
To T f''(z)u(—z)dzr = -f f'(£n(zo — z)dz 
° ° (7-45) 


该 式 的 右边 是 一 个 随机 变量 , 表明 边缘 的 位 置 由 它 的 真正 位 置 (也 就 是 在 xo。= 0 处 ) 
的 随机 分 布 位 置 确定 。 我 们 可 以 通过 计算 xo 的 均值 表达 相对 于 真实 位 置 的 平均 偏 移 
量 , 但 是 这 个 值 应 该 是 0。 因 此 我 们 转 而 计算 xo 的 方差 ， 对 式 (7-45) 两 边 平方 再 求 均 


值得 到 : 
E[22) 广 ee = E | F f'(z)n(zo 一 p] | 


注意 ， 求 均值 算 子 只 对 式 子 中 的 随机 成 分 起 作用 。 


NO 


2 


在 方 框 B7.3 中 ， 我 们 知道 如 果 一 个 方差 为 m 的 噪声 信号 与 滤波 器 fx) 做 卷 积 ， 输 出 
首 写 的 均 方 值 是 : | 


nå f ~ Pedr 


(参见 式 (7-37))。 式 (7-45) 的 右边 表示 噪声 成 分 与 滤波 器 PC) 的 卷 积 ， 因 而 它 的 均 
PAES UO d, FER: 
nå SR [f'(z)] dz 


E{z8} = ; 
Ë [° fr(z)u(—z)dz| 


(7-46) 
该 期 望 值 越 小 ， 边 缘 的 局 部 化 就 越 好 。 于 是 可 以 将 好 的 局 部 性 度量 定义 为 上 式 平 
方 根 的 倒数 ; 同时 , 还 可 以 再 忽略 因子 m, 因为 它 是 噪声 的 标准 差 , 在 图 像 处 理 过 程 中 ， 
我 们 对 该 量 不 做 控制 。 因 此 ， 一 个 滤波 器 对 好 的 局 部 性 是 最 优 的 ， 如 果 它 能 使 下 面 的 
量 最 大 : 
Jf S f''(z)u(—z)dz 
[pe dz 


L= 
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(B) 说 明 一 个 信 


: 一 一 
B20l。 的 导数 做 卷 积 运算 得 到 。 
卷 积 的 输出 是 : 
so = Í Faulo — 2)dz 
或 者 


s(zo) = J f(zo — z)u(z)dz 
一 oo (7-48 ) 
应 用 Leibnitz 准 则 ， 对 积分 中 的 参数 求 微分 ( 方 框 B7.1)， 从 式 (7-48) 可 以 得 到 : 


ds(zo 


| f'(zo — z)u(a)dz 


做 变量 替换 得 到 : 


和 
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Eeo = J. Jf'(z)u(zo ~ z)dz 





B7.6 ”最 大 错误 量 的 推导 。 
Rice 曾 经 证 明 ， 一 个 函数 着 和 高 斯 噪声 做 卷 积 运算 后 的 零 交 叉 的 平均 密度 是 : 





n | 


7a R" na (0) (7-49) 
EH, R, (r) bG3çh(x) /E2E BkiJ A RKA, Bh: | 
Rin (r) = J h(z)h(z + 7)dz (1-50) 
于 是 有 : 
Rui(O) = | (he) 
使 用 Leibnitz 准 则 (见方 框 B7.1)， 在 式 (7-50) 中 对 Td 求 微分 得 到 : 
R'nn(7T) = 三 h(z)h'(z + r)dz 
定义 一 个 新 的 积分 变量 X=xX+T 二 X=X-T 同 时 dx= dx ， 可 得 : 
R'nn(7) = J i h(ž — T)h'(ž)dž 
Bi (7-51) 
再 做 一 次 微分 ( XG-51)): 
Rk (T) = — f h'(2 一 r)h'(z)dš = R” ha (0) = - (h' (z)) “dz 
故 一 个 噪声 信号 用 函数 h(x) 滤 波 ， 输 出 信号 的 零 交 又 的 平均 间隔 是 : 
SRo (hle) dz 
-%9 (7-52) 


从 方 框 B75 分 析 可 以 看 出 ， 在 我 们 这 种 情况 下 ， 最 大 错误 量 可 从 等 式 「 S'ON -xdr = 0 
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W 
` 
k 


得 来 ， 该 式 是 没有 任何 信号 (&Cx) = 0) 情 况 下 的 错误 响应 ， 它 相当 于 当 噪 声 信号 与 图 数 
870 做 卷 积 时 输出 信号 中 最 大 错误 昌 为 0。 因 此 ， 如 果 要 降低 错误 的 局 部 极 大 值 数 ， 对 减 
波 器 函数 Po 来 说 ， 必 须 尽 可 能 增加 零 交 叉 点 之 间 的 平均 距离 ， 因 而 我 们 用 下 趟 作为 假 
警报 数量 的 好 的 度量 指标 : 


有 (f'e) dz 
f°. (f" (£) dz 


C = 
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本 章 解决 了 一 幅 图 像 中 的 信息 内 容 的 降 维 问题 ， 使 得 计算 机 视觉 系统 可 以 更 简单 地 进行 
处 理 。 为 了 实现 这 个 目的 ， 本 章 讨论 了 两 种 基本 方法 : 区 域 分 割 和 边缘 检测 。 区 域 分 割 是 尽 
可 能 将 图 像 中 具有 空间 相同 特征 的 像素 块 从 空间 上 分 开 ， 这 些 像素 块 可 能 代表 着 图 像 描 述 的 
物体 的 表面 或 者 表面 的 一 部 分 ; 边缘 检测 的 目的 是 尽 可 能 检测 到 上 述 一 致 区 域 的 边界 。 最 普 
通 的 边缘 检测 方法 是 基于 图 像 一 阶 导数 的 估算 ， 对 于 具有 少量 噪声 的 图 像 ，Sobel 模 板 可 以 用 


来 增强 边缘 ; 对 于 有 严重 噪声 的 图 像 ， 我 们 应 该 使 用 Canny 滤 波 器 。Canny 滤 波 问 可 以 用 一 


个 高 斯 函数 的 导数 来 盘 近 ， 即 它们 的 形式 是 ve” 。 根 据 Canny 准 则 ， 为 了 使 得 滤波 器 最 优 ， 
参数 o 在 表达 式 中 必须 有 一 个 确定 的 值 ， 但 是 ， 人 们 往往 把 o 当 作 一 个 自由 参数 并 改变 它 的 值 
进行 试验 。 在 离散 化 滤波 器 和 做 高 斯 函数 截断 的 时 候 必 须 多 加 注意 , 千 万 不 要 构造 两 端 带 突 
起 的 滤波 器 。 无 论 是 使 用 Sobel 模 板 还 是 高 斯 函数 的 导数 ， 结 果 都 是 增强 图 像 中 的 边缘 ， 输 出 
疆 果 还 要 使 用 非 极 大 抑制 进行 处 理 〈 即 在 输出 结果 中 确认 局 部 极 大 值 ) ， 然 后 再 确定 益 值 (R 
留 有 意义 的 局 部 极 大 值 )。 

边缘 检测 器 包含 上 述 三 个 步骤 ， 最 后 得 到 的 是 边缘 的 片段 ， 通 常 还 要 有 进一步 的 处 理 ， 
那 就 是 把 片段 连接 起 来 ， 构 造 出 封闭 的 轮廓 来 标识 连续 一 致 的 区 域 ; 有 时 人 们 也 可 能 跳 过 这 
一 步 吉 接 进 行 区 域 分 割 ， 如 果 需 要 ， 再 提取 区 域 的 边界 。 在 确定 像素 点 所 属 区 域 时 ， 如 果 同 
时 考虑 属性 的 相似 性 以 及 空间 的 近邻 关系 ,那么 基于 区 域 的 方法 会 更 加 有 效 。 


1 ei on i is EEEE a aa 4 EEE -LEi [ET 


参考 文献 


本 书 的 素材 大 部 分 来 源 于 经 典 教 科 书 。 例 6.10 所 述 的 方法 取 自 文献 3。 第 7 章 主要 是 基于 研 
究 论文 的 内 容 写 的 。 在 下 面 的 文献 中 ， 文 献 13、15 和 23 与 较 值 方法 有 关 ; 文献 3>、6、13、18- 
22 和 28 与 线性 边缘 检测 有 关 ; 论文 17 与 非 线 性 边缘 检测 有 关 ， 它 用 到 了 论文 10 介 绍 的 方法 ; X 
献 21 是 一 篇 关于 将 Canny 相 关 方 法 应 用 于 边 绿 检测 的 综述 。 


1 


10 


M Abramowitz and I À Stegun (eds), 1970. Handbook of Mathematical Func- 


tions, Dover Publications, ISBN 0-486-61272-4. 


K G Beauchamp, 1975. Walsh Functions and their Applications, Academic 
Press, ISBN 0-12-084050-2. 


C R Boukouvalas, 1996. Colour Shade Grading and its Applications to Visual 
Inspection. PhD thesis, University of Surrey, UK. 


R N Bracewell, 1978. The Fourier Transform and its Applications, McGraw- 
Hill, ISBN 0-07-007013-X. | 


J Canny, 1983. Finding Edges amd Lines m Images. MIT AI Lab Technical 
Report 720. 


J Canny, 1986. “A computational approach to edge detection”. IEEE Transac- 
tions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, Vol PAMI-8, pp 679—698. 


R A Gabel and R A Roberts, 1987. Signals and Linear Systems, John Wiley & 
Sons, ISBN 0-471-83821-7. | 


R C Gonzalez and R E Woods, 1992. Digital Image Processing, Addison-Wesley, 
ISBN 0-201-50803-6. 


I S Gradshteyn and I M Ryzhik, 1980. Table of Integrals, Series and Products, 
Academic Press, ISBN 0-12-294760-6. 


J Graham and C J Taylor, 1988. “Boundary cue operators for model- based 
image processing”. Proceedings of the Fourth Alvey Vision Conference, À VC88, 
University of Manchester, 31 August-2 September 1988, pp 59—64. 


256 


11 
12 


13 


14 


15 


16 
17 

18 
19 


20 


21 
22 
23 
24 


25 


£ # x 


H P Hsu, 1970. Fourier Analysis, Simon & Schuster, New York. 


T S Huang (ed), 1979. “Picture processing and digital filtering”. In Topics in 
Applied Physics, Vol 6, Springer-Verlag, ISBN 0-387-09339-7. 


J Kittler, 1983. “On the accuracy of the Sobel edge detector”. Image and 
Vision Computing, Vol 1, pp 37—42. 


J Kittler and J Illingworth, 1985. “On threshold selection using clustering 
criteria”. IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics, Vol SMC-15, 
pp 652-655. 


N Otsu, 1979. “A threshold selection method from gray level histograms”. IEEE 
Transactions on Systems, Man, and Cybernetics, Vol SMC-9, pp 62—66. 


A Papoulis, 1965. Probability, Random Variables and Stochastic Processes, 
McGraw-Hill Kogakusha Ltd, Library of Congress Catalog Card number 64- 
22956. 


I Pitas and A N Venetsanopoulos, 1986. “Non-linear order statistic filters for 
image filtering and edge detection”. Signal Processing, Vol 10, pp 395-413. 


M Petrou and J Kittler, 1991. “Optimal edge detectors for ramp edges”. IEEE 
Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, Vol PAMI-13, pp 
483-491. 


M Petrou and A Kolomvas, 1992. “The recursive implementation of the optimal 
filter for the detection of roof edges and thin lines”. In Signal Processing VI, 
Theory and Applications, pp 1489-1492. | 


M Petrou, 1993. “Optimal convolution filters and an algorithm for the detection 
of wide linear features.” IEE Proceedings: Vision, Signal and Image Processing, 
Vol 140, pp 331-339. 


M Petrou, 1994. “The differentiating filter approach to edge detection”. Ad- 
vances in Electronics and Electron Physics, Vol 88, pp 297-345. 


M Petrou, 1995. “Separable 2D filters for the detection of ramp edges”. IEE 
Proceedings: Vision, Image and Signal Processing, Vol 142, pp 228—231. 


M Petrou and A Matrucceli, 1998. “On the stability of thresholding SAR im- 
ages”. Pattern Recognition, Vol 31, pp 1791-1796. 


W K Pratt, 1978. Digital Image Processing, John Wiley & Sons, ISBN 0-471- 
01888-0. | 


R M Pringle and A A Rayner, 1971. Generalized Inverse Matrices with Ap- 
plications to Statistics, No. 28 of Griffin’s Statistical monographs and courses, 
edited by A Stuart, ISBN 0-85264-181-8. | 


27 


28 


29 


30 


S O Rice, 1945. “Mathematical analysis of random noise”. Bell Systems Tech. 
J., Vol 24, pp 46-156. 


A Rosenfeld and A C Kak, 1982. Digital Picture Processing, Academic Press, 
ISBN 0-12-597301-2. 


L A Spacek, 1986. “Edge detection and motion detection”. Image and Vision 
Computing, Vol 4, pp 43—53. 


P H Winston, 1992. Artificial Intelligence, Addison-Wesley, ISBN 0-20-153377- 
4. | 


T Y Young and K S Fu (eds), 1986. Handbook of Pattern Recognition and Image 
Processing, Academic Press, ISBN 0-12-774560-2. 








ar 


tipa i 


主题 词 系 5| 


索引 中 的 页 码 为 英文 原 书 页 码 ， 与 书 中 边栏 页 码 一 致 


A 

additive noise ( JUFEB0 FS), 144 

antisymmetric image features 
309 

approximation theory for filter design ( 7 #s ixit HNE 
近 理 论 )，171 ~ 191 

approximation of an image using its K-L transform (图像 
WK-L E H), 110,115 

approximation of an image by SVD ( Ff#f#JSVD S UE), 
34. 35 

autocorrelation function of a random field (随机 场 的 自 协 
J22). 94,103 

autocorrelation matrix of an image (how to compute) {图 
RII A AHK ( 如 何 计算 ))，98 ~ 102,105- 106 

autocovariance of a random field,，( 随 机场 的 协 方 英 ) . 
94 

automatic vision (机 路 视觉 )，i8 ` 


(上 反对 称 的 图 像 特征 )， 


B 

bandpass filter (fr ñ gE7kas). 160 

bands of an image {图 像 的 频 和 祥 )，1, 138 

barrel distortion ( 桶 形 失 真 )，194 

basis images for the Fourier transform ( 傅 里 叶 变 换 的 基 
XR). 68,69 | 

basis images for the Haar transform ( 哈 尔 变 换 的 基 图 像 )， 
52 

basis images for the Hadamard transform (哈达 玛 变 换 的 
基 图 像 )，58 

basis images from the K-L transform ( K-L A RJ A K 
f). lI 

basis images for the Walsh transform ( 沃 尔 什 变 换 的 基 图 
像 })，58 

bilinear interpolation ( 双 线 性 插值 )，195 

bits needed for an image {存储 图 像 所 需 的 比特 )，2 

block circulant matrix (PR JBE), 232,239 ~ 240 

brightness of an image pixel (BR AMEE), 2 


C 
Canny s criteria for an optimal edge filter (最 佳 边 缘 检 
TEA Cany), 306 ~ 309,318 ~ 322 
characteristic equation of a matrix (和 托 阵 的 特征 方程 )， 
31 


Chebyshev norm (Chebyshev z£), 171,172 

checkerboard effect (棋盘 状 效果 )，2 

circulant matrix (ñF ERE), 233 

clustering (3⁄3), 288 

complete set of functions【 国 数 的 完全 集 ) 45 

conditional expectation (条 件 期 望 值 )，217 

constraint matrix inversion (293R HE Kami ), 251 

contrast enhancement of a multispectral image (多 光谱 图 
像 的 对 比 度 增强 )，135 

contrast manipulation (对 比 度 处 理 )，132 

convolution ( ###1). 7,72 - 71. 157 

convolution theorem (assumptions of) (EFEM (f 
设 )),，75 | 

covariance of two random variables ( J8 BB #LUE Sr fJ E, 
Až). 92 

cross correlation of two random fields ( 两 个 随机 场 的 五 
相关 性 ) ，95 i 

cross covariance of two random fields ( 册 个 随机 场 的 互 
换 方差 )，95 | 

cross spectral density of two random fields (两 个 随机 场 
的 互 计 密度 ) 218 


D 

delta function {( delta 因数)，8 

DFT (see discrete Fourier transform) 

direct component of an image (DFT (和 参看 离散 健 里 叶 变 
换 ) 图 像 的 直流 分 量 )，82 

discrete cosine transform (离散 余弦 变换 )，86 

discrete Fourier transform { 离 表 健 里 叶 变 换 )，63 ~ 86 

discrete Fourier transform (display of) (离散 傅 里 叶 变 换 
(IR )), 79 

discrete Fourier transform and image restoration 《离散 倩 
里 叶 变 换 和 图 像 复原 )，210 ~ 215,228 ~ 230 

discrete Fourier transform of a rotated image (旋转 图 像 
的 离散 傅 里 叶 变 换 )，79 

discrete Fourier transform of a scaled image (伸缩 图 像 的 
离散 傅 里 时 变换 ) ，83 

discrete Fourier transform of a shifted image (位 移 图 像 
的 离散 傅 里 时 变换 )，81 

distribution function of a random variable (单个 随机 变量 
的 分 布 国 数 ) 90 


distribution function of many random variables (多 个 随 


260 


机 变量 的 分 布 国 数 )，92 
dual grid ( _ 重 网 格 )、291 


E 

edge detection ( 边缘 检测 )，265,289 ~ 322 

edge map (222 [8] ) , 303 

edge pixels (边缘 像素 )，291 

edgels〈 边 绿 像素 ) 291 

eigenimages from the K-L transform (K-L 迹 换 的 特征 图 
像 )，121 

eigenimages from SVD (SVD 的 特征 图 像 )，37 

eigenvalues of a circulant matrix (JAS ERER EHER), 
233 

eigenvalues of a matrix (年 阵 特征 值 )，30, 140,234 

eigenvectors of a circulant matrix ( 循 坏 矩阵 的 特征 问 
七 )，233 

eigenvectors of a matrix (PREMJI IE g), 30, 31, 
140, 234 

ergodic random field (过 历 随 机 场 )，96, 97 

ergodic random field with respect to the mean (均值 明 历 
随机 场 )，97 

ergodic random field with respect to the autocorrelation 
function ( H #H X: rA Be o BB BL), 97 

ergodicity (遍历 和 性) 102, 103，104, 227 

error in approximating an image by its K-L transform ( H 
K- 工 变换 逼近 图 像 的 误差 )，115 

error in approximating an image by its SVD (用 SVD 通 近 
图 像 的 误差 )，35 

even symmetrical cosine transform 〈 偶 对 称 余 纱 变 换 )， 
86 

expansion of an image in terms of Fourier basis functions 
(图 像 的 傅 里 时 基 国 数 展开 ) ，68 

expansion of an image in terms of eigenimages (图 像 的 
特征 图 像 展 开 )，34 

expansion of an image in terms of Haar basis functions 
(图 像 的 哈 尔 基 函 数 展开 )，51 ~ 52，58 ~ 60 

expansion of an image in terms of Walsh/Hadamard 
matrices (图 像 的 沃 尔 什 哈 达 翅 年 阵 展开 )，57 ~ 58， 
60 - 61 | | 

expansion of an image using its K-L transform (图 像 的 K- 
L 变 换 展 开 )，110 | 

expansion of an image in terms of vector outer products 
(图 像 的 问 量 外 积 展 开 )，21 ~ 22 

expected value of a random variable (随机 变量 的 期 望 
值 )，92 


E 
false contouring ( 假 轮廓 )}，2 
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fast Fourier transform (Hk pH A), 84 
feature map (特征 图 )}，315 ~ 316 

features (特征 }，288 

FFT (see fast Fourier transform) 

filter (FFT (参看 快速 传 里 叶 变 换 ) 滤波 器 )，155 
Fourier transform ($ HEH Æ Ht), 45, 63,72 
frequency convolution theorem 〈 频 域 卷 积 定理 )，75 
frequency sampling ( 频 域 采样 )，172，182 ~ 191 
Fresnel integrals (Fresnel 积 分 )，202 ~ 204 


G 
Gaussian noise (高 斯 只 上 店 )，144 
geometric progression (等 比 级 数 )，64 
geometric restoration ( 几 们 [复原 )，193 ~ 198 
grey level ( EHR), 1 
grey level interpolation ( Æ Èk HE), 195 


H 

Haar functions 〔【 哈 尔 国 数 )，46 

Haar transforms ( 哈 尔 变 换 )，47, 62 

Haar wavelet ( 哈 泵 小 波 )，62 

Hadamard matrices (哈达 玛 盾 阵 )， 57 

Hadamard transforms 《哈达 玛 变换 )，57 

highpass filter (8 ÉE zy), 148, 160 

histogram equalization (直方 图 均衡 化 )，127 

histogram hyperbolization 《直方 图 夸张 化 ) ，129 

histogram modification with random additions 《随机 增 量 
式 直方 图 修正 法 )，127,. 130 

histogram of an image {图 像 的 直方 图 )，125 

histogram of an image under variable illumination (可 变 
光照 下 的 图 像 直 方 图 )，283 ~ 285 

homogeneous random field ( 齐 次 随机 场 ) 96 

homomorphic filter ( [B] 828886 ), 149 ~ 150 

Hotelling transform (和 霍 特 林 变 换 )，89 

hysteresis thresholding ( 铺 后 国 值 法 )，266 


| 
ideal highpass filter (理想 高 通 滤 波 咒 )，148, 160 
ideal lowpass filter (理想 低 通 滤波 器 )，148, 157 ~ 161 
image( 图 像 )，1 
image as a linear superposition of point sources (PEX A 
BRESK), 9 
image as a random field (作为 随机 场 的 图 像 )，89 ~ 121 
image classification ( 图像 分 类 ) ，266 
image compression 《图 像 压 缩 )，18 
image compression using K-L (基于 K-L 的 图 像 压缩 )，102 
image compression using SVD (基于 SVD 的 图 像 压 缩 )， 
24 
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image enhancement ( 图像 增强 )， 18, 125 ~ 153 

image geometric restoration (图 像 几何 复原 )，193 ~ 198 

image labelling (图 像 标 签 法 )，266 

image registration ( 图像 对 准 )，193 

image resolution (图 像 分 辩 率 )，2 

image restoration (图 像 复 原 )，18，193 ~ 263 

image restoration by inverse filtering ( Hiritik tE RR 

` Jm), 209 ~ 217 

image restoration by matrix inversion ( HER K y ER 
i jn), 230 ~ 262 

image restoration by Wiener filtering ( HJ WienerlË ik g$ 1€ 
图 像 复 原 )，218 ~ 230 

image segmentation (图 像 分 割 )，265 

image sharpening (图 像 锐 化 )，148 

image smoothing (图 像 平 消 )，147 

image thresholding (图 像 国 值 )，255 ~ 286 

image thresholding under variable illumination (可 变 光 
照 下 的 图 像 园 值 法 ) ，285 

impulse noise ( IkàhB& pa), 144 

independent random variables (独立 随机 变量 ) ,92 

inhomogeneous contrast ( 非 齐 次 对 比 度 )，131 


J 
joint distribution function of many random variables ( Z 
个 随机 变量 的 联合 分 布 国 数 ) ，92 
joint probability density function of many random 


variables (多 个 随机 变量 的 联合 概率 密度 函数 )，92 


K 

Karhunen-Loeve expansion of an image (图 像 的 K-L 扩 
k), 110 

Karhunen-Loeve transform (K-L 变 换 )，89 

Karhunen-Loeve transform of a multispectral image (多 
光谱 图 像 的 K-L 变 换 )，136 

K-L (see Karhunen-Loeve) 

Kronecker ordering of Walsh functions ( 沃 尔 什 函 数 的 K- 
L (参看 Karhunen-Loeve) Kronecker 序 )，57 

Kronecker product of matrices (4% 阵 的 Kronecker 乘 积 )， 
14, 237 


L 
La Vallee Poussin theorem (La Vallee Poussin 定 理 )， 
180, 181 
Lagrange multipliers (HBH ÆF), 251 ~258 
Laplacian ( 拉 普 拉 斯 算 子 )，243 
least square error solution for image restoration (图 像 复 
原 的 最 小 二 乘 解 )，218 


least square error approximation of an image (图 像 的 最 


:re 


小 二 乘 台 近 )，37x 

Leibnitz rule for differentiating an integral with respect to 
a parameter ( 对 参数 积分 求 微 分 的 莱 布 尼 蒋 法则) 
268 

lexicographic ordering of Walsh functions (RRT eA 3& ËJ 
字典 序 )，57 | 

limiting set of equations (等 式 的 极限 集 )，180 

line detection (线条 检测 )，309 ~ 310 

linear operator (线性 算 子 ), 6 

linear programming (线性 规则 )，172, 174 

local contrast enhancement (局 部 对 比 度 增强 }，131 

low pass filter( 低 通 滤 波 器 )，148, 157, 101 

lowpass filtering ( 低 通 滤波 )，147 


M 

matrix diagonilization (和 盾 阵 对 角 化 )，24 ~ 35 

maximizing algorithms for filter design (滤波 器 设计 的 极 
大 化 算法 )，180 

mean square error for K-L transform( K-L 变 换 的 均 方 差 )， 
118 | 

mean value of a random variable (随机 变量 的 中 值 ) 92 

median filter (HHR A ), 146 

minimizing algorithms for filter design ( 补 波 器 设计 的 极 
小 化 算法 )，180 

mini-max algorithms for filter design (滤波 器 设计 的 极 小 
一 极 大 化 算法 }，180 

minimum error threshold ( 最 小 误差 国 值 ) 268 ~ 278 

minimum mean square error approximation of an image 
(ERMID iR), 118,124 

minimum square error approximation of an image (图 像 
的 最 小 平方 差 逼近 ) ，36 

motion blurring (运动 模糊 )，200 ~ 204, 210-217, 228 . 
~ 230, 259 ~ 262 

multiband image (多 频带 图 像 ) 135 

multiplicative noise (IEEE), 144, 149,283 


‘multispectral image (多 光谱 图 像 )，135 


N 
natural order of Walsh functions ( 沃 尔 什 函数 的 自然 序 
数 )，47 
nearest neighbour interpolation (近邻 插值 ) 195 
noise (IRF), 144 | 
noise convolved with a filter (噪声 与 滤波 器 的 卷 积 )， 
316 ~ 317 
noise in image restoration〈 图 像 复 原 中 的 噪声 )，210 
non-maxima suppression ( 非 极 大 抑制 )，303 
non-recursive filter (JE UNE AF), 161 
norm of a matrix 和气 阵 范 数 )，35 
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O 
operator ( 算 子 ), 6 
optimal threshold ( {EJA ), 268 -278 
orthogonal matrix ( ESBE), 24 
orthogonal random variables ( 和正 交 随机 变星 )，92 
orthogonal set of functions ( 8 rB IF 2 E), 45 
orthonormal set of functions ( ARIJE EESE), 45 
orthonormal vectors (prt F scli] ix), 24 
Otsu’ s thresholding method (otsulg]Í8 pk), 278 ~ 282 
outer product of vectors 《向 监 的 外 积 }，21 


P 
partition of a matrix ( 算 阵 分 块 )，10 
pattern recognition (模式 识别 )，288 
pel (像素 )，1 
pincushion distortion (FJER), 194 
pixel 【像素 )，1 
point source (AW), 779 
point spread function of a linear degradation process ( 线 
性 退化 处 理 的 点 扩散 函数 ).，198 -209 

point spread function of an operator( 算 子 的 点 扩散 国 数 )， 
6-7 

principal component analysis of a multispectral image ( £ 
光谱 图 像 的 主 分 量 分 析 )，136 ~ 144 

probability of an event (事件 的 概率 )，90 

probability density function of a random variable (BAHL 
量 的 概率 密度 函数 ) 91,92 

probability density function of many random variables 
( £ BE gUE ar AW: wi ER), 92 

properties of a discrete Fourier transform ( 离散 傅 里 时 变 
换 的 性 质 )，79 ~ 84 


Q 
quadtree (四 叉 树 )}，289 

R 
ramp edges 《和 斜 边缘 ) 309 


random field (随机 场 ) 90.93 

random variable (随机 变 最 )，90 

rank order filtering (HEFEI). 146 

rectangle function ( Æ K). 7 

recursive filter G HEW A). 161 

region growing (区 域 增 长 法 )、288 

resolution (分辨 率 )，2 

restoration by matrix inversion ( HÆRER SI), 230 
~ 262 

restoration by Wiener filtering ( H Wienertë ik zs 8 Ja ), 
218 ~ 230 


restoration of motion blurring (用 运动 模糊 复原 }，210 ~ 
217, 228 ~ 230, 259 ~ 262 

Rice’ s formula for filtered noise (着 波 器 去 品 的 Rice 公 
X), 321 

Robinson operators ( Robinson 算 子 )，208 


S 

salt and pepper noise (椒盐 噪声 ) 144 

scaling function ( 伸缩 国 数 )，62 

seed pixels for region growing 《区 域 增 长 法 的 种 子 像 
£), 288 

separability assumption (可 分 离 假设 )，14 ~ 15 

separable masks (可 分 离 模板 )，306 

separable point spread function (可 分 离 点 扩散 函数 )}，7 

separable transform ( 可 分 离 变换 ) ，15 

sequency order of Walsh functions ( 沃 尔 什 PERL ALJ E 
F), 47 

sharpening (thft), 148 

shift invariant point spread function (位 移 不 变 的 点 扩散 
乓 数 )，7 | 

shifting property of the delta function (delta 国 数位 移 性 
质 )，9 

Simulated annealing ( 模拟 退火 )，217 

singular value decomposition of an image (图 像 的 奇异 值 
分 解 )，34 

singular value decomposition of a matrix (和 矩阵 的 奇异 值 
分 解 )，24 

(Pr). 147 

Sobel masks (sobel 模板 )，296 ~ 299, 306 

spatial statistics of a random field (随机 场 的 空间 统计 )， 
97 = 

spatial autocorrelation matrix of an image (图 像 的 空间 自 
相关 矩阵) ，105 

spectral bands (频带 ) 1,138 

spectral density of a random field (随机 场 的 频谱 密度 )， 
223 | 

split and merge algorithms ( 拆 分 和 合成 算法 )，288 

stability condition in filter design (滤波 器 设计 的 稳定 条 
件 )，171 

stacking operator (堆积 算 子 )，10 

standard deviation of a random variable (随机 变量 的 标 
准 偏差 )，92 

successive doubling algorithm (逐次 加 倍 算法 )， 84 

SVD (see singular value decomposition) system function 


(SVD (参看 奇异 值 分 解 ) 系统 函数 ) 155 


smoothing 


T 
textured regions (纹理 区 域 )，288 
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thresholding ( 国 值 ) 255 

tie points ( X HA), 195 

time convolution thcorcm (Hik FRE), 75 

trace of a matrix (PREMII). 36 

transfer function from an astronomical image 【大 文 图 像 
的 传递 国 数 )、204 

transfer function from a bright edge (HRE Z& WJ T 2 eA 
£), 206 ~ 209 

transfer function from a bright line ( 明 竞 线 的 传递 国 数 )， 
205 ~ 206 

transfer function of a degradation process ( 退化 处 理 传递 
Sr). 199 ~ 209 

transfer function of motion blurring ( 运动 模糊 传递 函数 )， 
200 ~ 204, 210 ~ 217 


U 
uncorrelated data (不 相关 数据 )，144 
uncorrelated random fields ( 不 相关 随机 场 )，95S 
uncorrelated random variables (不 相关 随机 变量 )，92 
unit sample response of a filter( 滤波 器 的 单位 采样 啊 应 )， 
155 
unitary matrix ( 西 年 阵 )，23 ~ 24 


unitary transform ( 西 变换 }，23 


| V 
variable illumination (可 变 光 照 )，149, 283 ~ 286 
variance of a random variable (随机 变星 方差 )，92 
vector outer product ( 问 量 外 积 )，21 
vector outer product (expansion of an image in terms of) 


(TJ FH (图 像 术语 的 扩充 )),，21 ~ 22 


W 
Walsh functions 〔 沃 尔 什 国 数 ) 46,47 
Walsh transforms ( 沃 尔 什 变换 )，47, 62 
wavelets {小 波 )，62 
white noise ( iFa), 220 
Wiener filter ( Wiener ik z), 218- 230, 254 
Wiener-Khinchine theorem ( Wiener-Khinchine 定理 )， 
223 
windowing (窗口 法 )，172, 173,210 


Z 
z-transform (Z%##&) 161- 171 


